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A INSERCAO DA GEOMETRIA DINAMICA NO ENSINO DA
GEOMETRIA: um olhar didatico

Vincenzo Bongiovanni1

RESUMO

As tecnologias s3o ferramentas a servigo do ensino e da aprendizagem e devem ser utilizadas
para melhorar a compreensao dos alunos. Entre os recursos de informatica, estdo os softwares
de geometria dindmica utilizados na construcdo de figuras geométricas e como apoio a
visualizag@o e ao levantamento de conjeturas. Eles sdo utilizados no ensino com o propdsito de
motivar o ensino ¢ a aprendizagem da matematica. Este texto apresenta algumas contribuigdes
dos ambientes de geometria dindmica no processo de aprendizagem da geometria e relata
algumas mudangas trazidas pela geometria dindmica no ensino de conceitos geométricos e na
minha pratica docente. Apresento alguns exemplos desenvolvidos durante a disciplina de
Geometria ministrada em cursos de formagdo de professores em Educagdo Matematica. Tais
exemplos privilegiam conteudos pouco explorados no ensino: as transformagdes geométricas e
as técnicas de representacdo de objetos espaciais no plano.

Palavras-chave: Ensino da geometria. Geometria dindmica. Transforma¢des geométricas.

ABSTRACT

Technologies are tools in the service of teaching and learning and should be used to enhance
students' understanding. Among the computer resources are the dynamic geometry software
used in the construction of geometric figures and as support for displaying and survey
conjectures. They are used in education in order to motivate the teaching and learning of
mathematics. This text presents some contributions of dynamic geometry environments in
geometry learning process and reports some changes brought about by the dynamic geometry in
teaching geometric concepts and in my teaching practice. I present some examples developed
during the Geometry subject taught in teacher training courses in mathematics education. Such
examples highlight some content explored in teaching: the geometric transformations and
representation techniques of space objects in the plan.

Keywords: Teaching geometry. Dynamic geometry. Geometric transformations.

INTRODUCAO

Um momento impar na minha formag¢ao de educador foi o meu encontro com a

didatica francesa que me ensinou a lidar com minhas praticas — tanto no Ensino Médio
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quanto no Ensino Superior — com o olhar de pesquisador. Foi esse encontro que
provocou a minha entrada no mundo da geometria dindmica e que trouxe mudangas
significativas na minha postura docente. Hoje, a geometria dindmica faz parte do meu
dia a dia, tanto no meu trabalho com o ensino da geometria quanto nas minhas
pesquisas. Neste texto, apresentarei algumas contribuigdes dos ambientes de geometria
dindmica no processo de aprendizagem da geometria e relatarei algumas mudancas
trazidas pela geometria dindmica no ensino de conceitos geométricos € na minha pratica

docente.

A GEOMETRIA DINAMICA

Brandao (2002) define a Geometria Dindmica como sendo “a implementag¢do,
no computador, de construgoes com régua e compasso, na qual o estudante pode, a
partir de uma construgdo inicial, mover com o mouse algum dos objetos iniciais”. No
ensino, a denominagdo “Geometria Dinamica” é utilizada para designar a utilizagdo de
programas de constru¢des geométricas que permitem que os objetos construidos sejam
modificados mantendo-se as suas propriedades inalteradas. Esses programas apresentam
a caracteristica de serem de manipulagao direta, ou seja, o usuario age diretamente sobre
a representacdo grafica dos objetos que estdo na tela ao invés de agir sobre a sua
representacao interna (o codigo). A geometria dinamica surgiu na Franga e nos Estados
Unidos em meados dos anos 80. A referéncia historica na Franga ¢ o Cabri Géometre e
nos Estados Unidos o Geometer’s SketchPad. A geometria dinamica comegou a ganhar
destaque na década de 90 com a popularizagdo desses dois programas comerciais. O
termo “Dynamic Geometry” (geometria dinamica) introduzido por Steve Rasmussen e
Nick Jackiw ¢ marca registrada da Key Curriculum Press, responsavel pela
comercializacdo do Geometer’s SketchPad. Hoje existem centenas de programas de
geometria dinamica e entre os gratuitos podem ser citados o Geogebra, o Igeom, o

CaRMetal, Régua e Compasso, Calques 3D, etc.
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HISTORICO DO PROGRAMA CABRI GEOMETRE

Um breve historico do programa Cabri Géometre sera apresentado tendo em
vista ser um dos primeiros a ser concebido e utilizado no ensino brasileiro. Em 1985,
Jean-Marie Laborde prop0s a criagdo de um caderno de rascunho informatico (Cahier de
Brouillon Informatique) para a geometria. A primeira versao do software foi
desenvolvida durante o periodo 1985/1987. Além dele, participaram desse projeto,
Philippe Cayet, Y.Baulac e Franck Bellemain, no laboratério de Estruturas Discretas e
de Didatica do IMAG na Universidade Joseph Fourier de Grenoble com o apoio do
Centro Nacional de pesquisa Cientifica (CNRS). Entre os pesquisadores que
colaboraram na sua divulgacdo e nas suas aplicagdes pedagdgicas oferecendo em
diversas ocasides conferéncias e mini cursos para professores e estudantes brasileiros
apontamos Nicolas Balacheff e Colette Laborde. Em 1988 o software Cabri Géométre
recebeu na Franca o troféu Apple pela sua contribuicdo no ensino da geometria. Em
1993 foi traduzido em 25 linguas, testado na PUC-SP e difundido em varios centros de
ensino ¢ Estados brasileiros. Em 1994 uma nova versao de Cabri, o Cabri II sob a marca
Texas Instruments foi apresentada nos Estados Unidos e em 1996 comecou a ser
comercializado assim como a calculadora TI-92, a primeira a incluir a geometria
dindmica no seu menu. Em 1999 ocorreu o primeiro Congresso Internacional Cabri-
géometre realizado no Brasil, na PUC-SP, de 9 a 12 de outubro, reunindo estudantes,
professores, pesquisadores e educadores. O encontro foi coordenado por Jean Marie
Laborde e Tania Maria Mendonga Campos. Em setembro de 2004, no Congresso
Internacional Cabriworld, realizado em Roma, foi langado um programa de geometria
dindmica tridimensional de manipulagdo direta, o Cabri 3D desenvolvido por Eric
Bainville. Esse programa, além de preservar as propriedades de objetos geométricos
tridimensionais quando manipulados, permite também mudar o ponto de vista em
relagdo ao objeto representado. E possivel olhar os sélidos de cima, de lado, de frente,
de baixo ou de qualquer ponto de vista, em diversos sistemas de representacdo. Essa
funcionalidade do programa modifica fortemente a relagao dos alunos com os objetos

do espago.
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CARACTERISTICAS DOS AMBIENTES DE GEOMETRIA DINAMICA

Todos os programas de geometria dinamica, além de apresentarem para os
usudrios uma interface bastante intuitiva, apresentam muitas ferramentas em comum,
como por exemplo, criagdo de objetos, construcao de figuras, ajudas, edigdo, etc. e
particularidades que os diferenciam uns dos outros. Para exemplificar as caracteristicas
dos ambientes de geometria dindmica utilizaremos como referéncia o software Cabri
Géometre. Ao iniciar o programa aparece uma tela branca e diversos menus que
permitem a criagdo de objetos geométricos tais como ponto, segmento, reta, semirreta,
vetor, triangulo, poligono, poligono regular, circunferéncia, arco, conica. O programa
apresenta também outros menus com um namero limitado de relagdes “reta
perpendicular”, “reta paralela”, “ponto médio”, “mediatriz”, “bissetriz”, etc. Cabri
permite construir na tela uma variedade de configuracdes geométricas e possibilita
efetuar medidas de segmentos, perimetros, angulos, obter areas de figuras, coordenadas
de pontos, equagdes de retas, de circunferéncias e de conicas a partir dos seus desenhos
na tela. As medidas obtidas sdo atualizadas a partir de qualquer modificacao da figura.
Cabri oferece também a possibilidade de construir a imagem de um objeto por uma
simetria axial, uma simetria central, uma rota¢ao, uma translagdo, uma homotetia e uma
inversdo. Um outro recurso disponivel ¢ a possibilidade de se fazer uma construcao que
pode ser salva e tornar-se uma nova ferramenta de trabalho na barra do menu. E o que
se chama de macro construcao. Por exemplo, pode-se criar a macro “parabola” e utilizar
essa macro como ferramenta para resolver problemas relacionados com as conicas. O

programa permite também esconder objetos durante ou na fase final de uma construgao.

A GEOMETRIA DINAMICA NAS PROPOSTAS CURRICULARES

Os recursos tecnologicos sdo enfatizados em intimeras propostas curriculares
pois dinamizam os conteudos curriculares e potencializam o processo pedagogico. Em
algumas propostas encontramos explicitado o uso da geometria dindmica em relagdo ao
ensino e aprendizagem da geometria. Nos Parametros Curriculares Nacionais do Ensino

M¢édio volume 2 encontramos a seguinte orientagao:
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Para o aprendizado da Geometria, ha programas que dispdem de régua
€ compasso virtuais e com menu de construgdo em linguagem classica
da Geometria- reta perpendicular, ponto médio, mediatriz, bissetriz,
etc. Feita uma construgdo, pode-se aplicar movimento a seus
elementos, sendo preservadas as relagdes geométricas impostas a
figura - dai serem denominados programas de geometria dindmica.
(PCN, 2006, p. 88)

No Estado da Bahia, sao dadas orientagdes Curriculares ¢ Subsidios Didaticos

para a Organizagdo do Trabalho Pedagogico no Ensino Fundamental do 6° ao 9° anos

(2013):

Neste sentido, o(a) professor(a) deve buscar, na medida do possivel,
explorar softwares que possibilitem a aprendizagem de uma
Geometria viva, articulada, calcada no movimento, nas
transformacgdes, de forma dinamica, criativa e desafiante.
Sugerimos, também, representacdes dindmicas possibilitadas por
softwares (tais como o CABRI, Logo, Matlab ¢ GEOGEBRA) —
recursos essenciais para a exploracdo da Geometria.

(Bahia, 2013, p. 129)

No Estado de Pernambuco encontramos nos parametros curriculares de

Matematica (2012) a seguinte orientagao:

Apoiado no emprego dessas tecnologias, o estudante podera ter mais
oportunidade de expandir sua capacidade de resolver problemas, de
fazer conjecturas, de testar um grande numero de exemplos, de
explorar os recursos da chamada “geometria dindmica”, em que ¢
possivel fazer variar continuamente parametros atrelados a figuras,
operacgdo impossivel em um contexto de papel e lapis.

(Pernambuco, 2012, p. 32)

CONATRIBUICC)ES TRAZIDAS PELOS AMBIENTES DE GEOMETRIA
DINAMICA NA APRENDIZAGEM DA GEOMETRIA

A ferramenta fundamental trazida pela geometria dindmica no processo de
aprendizagem da geometria ¢ a possibilidade de o aluno poder “arrastar” com o mouse
a figura construida. O programa altera a construcdo efetuada preservando as
propriedades originais. O movimento da figura construida ¢ um elemento essencial na
geometria dinamica, pois permite a passagem de uma geometria estatica para uma

geometria dindmica. Em decorréncia desse fato, nos ambientes da geometria dindmica,
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as atividades de construgdo exigem que um novo contrato seja estabelecido entre aluno
e professor: a elaboracdo de um procedimento de construcdo e uma validag¢do por
deslocamento. Por exemplo, ao construir uma reta tangente a uma circunferéncia de
centro O por um ponto P externo a circunferéncia ndo basta criar uma reta passando por
P e intersectando a circunferéncia num sé ponto. Nesse novo ambiente, além de
produzir um procedimento de construgdo (criar o segmento PO; obter o ponto médio M
do segmento PO; criar uma circunferéncia de centro M e raio MO; obter as intersec¢oes
N e N’ das duas circunferéncias; criar as retas PN e PN’) ¢ necessario validar a
construgdo por um deslocamento, ou seja, através do mouse deve-se clicar no ponto P e
arrastd-lo pela tela para observar se a construcao ¢ robusta, isto €, se a reta continua
tangente a circunferéncia mesmo apdés qualquer movimento do ponto P. O aluno
portanto tem meios de controlar a sua acdo. As respostas obtidas, a partir do movimento
de arrastar a figura construida, permitem aos alunos nao somente invalidar estratégias

erradas, mas também as fazer evoluir.

Figura 1- Construcio de retas tangentes

Fonte: O autor.

Dessa maneira a geometria dinamica contribui a estabelecer uma importante
distingdo entre desenhar e construir. Desenhar ¢ apenas reproduzir a imagem mental
que temos de um objeto geométrico. E um tragado material valido para uma posigao
particular do objeto em questdo. Construir ¢ obter uma representacdo do objeto
geométrico utilizando as suas propriedades. A construcao resulta em um desenho que
nao perde as suas propriedades quando se usa o recurso “arrastar” um de seus pontos
de base. A pesquisa de Restepo (2008) aponta que a apropriacdo do uso do recurso
“arrastar” nao ¢ evidente nem para alunos e nem para professores, mas resulta de uma
aprendizagem.

Outra contribuicdo da geometria dinamica trazida pelo recurso “arrastar” ¢

auxiliar o aluno a distinguir “propriedade de um desenho” de “propriedade de um objeto
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. (do”. « - . . L
teodrico construido”. Por exemplo, no desenho abaixo, realizado no ambiente papel/lapis,

temos um tridangulo com as suas trés alturas tragadas.

Figura 2 - Construcio das alturas de um tridngulo acutangulo

Fonte: O autor.

O carater particular desse unico desenho pode levar o aluno a considerar
caracteristicas nao pertinentes ao objeto tedrico denominado “ortocentro”. A observagao
desse desenho estatico pode levar o aluno a considerar que o ortocentro tem a
propriedade de estar situado sempre no interior do triangulo. O recurso ‘“‘arrastar”
permite visualizar inimeros desenhos e perceber que o ortocentro pode se situar

também no exterior do tridngulo ou mesmo num dos vértices do triangulo.

Figura 3 - Construcéo das alturas de um triingulo obtusingulo e de um triingulo retingulo
] 4 1)

Fonte: O autor.

Outra contribuicdo que ajuda a enriquecer o processo de aprendizagem da
geometria ¢ a comprovagdo experimental de teoremas. As propriedades geométricas
trabalhadas em sala de aula podem ser verificadas experimentalmente antes que a sua
justificativa seja apresentada. Por exemplo, uma das relagdes métricas na circunferéncia
afirma que se duas cordas AB e CD de uma circunferéncia, se intersectam num ponto P
interno ou externo a uma circunferéncia, entdo a relagcdo PA.PB = PC.PD ¢ verificada.
A situacdo pode ser comprovada experimentalmente medindo os segmentos, calculando
os produtos ¢ movimentando o ponto P. E importante dizer que numa verificago

experimental os calculos t€ém uma precisdo limitada e os resultados sdo sempre
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aproximados. Além disso, as verificagdes sdo validadas apenas por um niimero grande,
mas finito de tentativas, pois o nimero de pixels de uma tela ¢ finito. Devemos observar
também que a comprovagao experimental ndo ¢ uma prova e nao dispensa uma prova.
Ela apenas produz uma convic¢do no aluno da veracidade da afirmagao que podera ser

validada por uma demonstracao.

Figura 4 - Comprovacio experimental de um teorema

PA . PB=7.46 cm? PC.PD=746 cm? PA.PB=1573 cm? PC.PD=15,73 cm?
D

Fonte: O autor

O software também permite criar instantaneamente uma tabela com as medidas
de cada segmento e dos produtos PA.PB e PC.PD. A medida que o ponto P se move,
todos os valores sao atualizados. Os valores podem, se necessario, ser exportados numa

planilha Excel para serem analisados.

Tabela 1 — Medida dos segmentos e produtos

PA PB PC PD . PAPB : PC.PD
1,86 247 249 1,84 458 458
1,71 246 252 1,67 422 422
161 242 257 1.52 390 390
148 246 252 145 364 364
1,38 240 255 1,30 331 331
1.14 243 243 1.14 2,16 2,76
1,02 238 241 1,01 243 243
094 231 242 090 217 217
0,84 2,26 2,39 079 1,89 1,89
10 0,65 2,02 243 054 1,31 1,31
11 052 1,90 243 041 1,00 1,00
12 112 3,05 1,90 1,80 341 341
13 152 296 1,94 232 448 448
14 1,81 212 2,01 245 492 492
15 261 1,90 2,68 1,84 495 495

OO =L NN —

Fonte: O autor

A geometria dindmica possibilita também a criagao de situagdes onde os alunos
movimentam a figura construida para formular conjeturas. E um trabalho exploratorio

que pode preceder a uma justificativa teorica. Por exemplo, a partir de um quadrado
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RSTQ dado e de um ponto P no seu interior pede-se para investigar qual a regido
interna ao quadrado tal que o ponto P enxerga o lado QT sob um angulo agudo.
Com a ajuda do software pode-se formular a conjetura que quando o ponto P ¢

externo a semicircunferéncia de didmetro QT, o angulo QPT sera agudo.

Figura 5 - Formulacio de conjetura

P
52
61°
70
3 90°
120°
Q T

Fonte: O autor.

Com a convicgao adquirida, inicia-se a etapa da justificativa.

Figura 6 - Prova da conjetura

R S

Fonte: O autor.

Usando o teorema do angulo externo cujo enunciado ¢ “a medida de um angulo
externo de um tridngulo ¢ maior que a medida de qualquer angulo interno nao adjacente
a ele” pode-se concluir que o angulo QMT (mede 90°) sendo externo ao triangulo MPT
terd medida maior que o angulo MPT. Logo o angulo QPT ¢ agudo. Os exemplos
apresentados mostram que a comprovagao experimental de teoremas e a formulagdo de
conjeturas podem abrir caminhos para as justificativas teoricas.

Outra ferramenta oferecida pela geometria dindmica muito til na construcao de
curvas ¢ o menu lugar geométrico. Esse recurso permite ao software apresentar de
modo instantaneo a trajetéria de um ponto enquanto outro ponto percorre uma curva. A
geometria dindmica permite criar lugares geométricos como verdadeiros objetos

geométricos e obter as intersec¢des de lugares geométricos com outras curvas. Vamos
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dar um exemplo. Queremos construir o grafico da fun¢do inversa de uma funcao f de R
em R definida por f(x)= x>+ x+1. Essa tarefa apresenta uma grande dificuldade que ¢
obter a lei da funcdo inversa, pois se trata de um polindmio do terceiro grau. Mas
sabemos que os graficos de uma funcdo e de sua inversa sao simétricos em relagcdo a
bissetriz y=x. Construimos o grafico da funcao f, escolhemos um ponto genérico P do
grafico da funcdo e em seguida construimos o seu simétrico em relagdo a bissetriz y=x
obtendo o ponto Q. Clicando no ponto Q e em seguida no ponto P o software fornece
rapidamente tal curva gerando um grande nimero de pontos (no minimo 50) que

representam as posi¢des do ponto Q.

Figura 7 - Pesquisa de lugar geométrico

Graficd de f(x)=x+x+1 -~

Fonte: O autor.

Outro exemplo que ilustra a ferramenta “lugar geométrico” sera apresentado: £
dada uma circunferéncia de centro O e um ponto P no seu exterior. A todo ponto A da
circunferéncia associa-se o ponto de intersec¢do B da reta PA com a circunferéncia.
Nomeando de M o ponto médio do segmento AB e variando o ponto A sobre a
circunferéncia, fazer uma conjetura sobre a natureza do lugar geométrico descrito pelo
ponto M.

Visualizar a curva descrita pelo ponto M ¢ uma tarefa nao muito simples pois
teremos de associar a cada posicdo do ponto A, uma posi¢ao do ponto M e esse
procedimento devera ser repetido inimeras vezes. O software nos apresentara de modo

instantaneo o lugar geométrico que € um arco de circunferéncia.
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Figura 8 - Pesquisa de lugar geométrico
N

Fonte: O autor.

r

Para demonstrar o resultado obtido ¢ suficiente observar que o tridangulo BOA ¢
i1sésceles e M ¢ o ponto médio da base, logo o angulo BMO ¢ reto. Donde o ponto M vé
o segmento fixo PO sob o angulo de 90°. Portanto, M pertence a uma circunferéncia de

diametro OP.

Figura 9 - Justificativa do lugar geométrico
.

N
A,

Fonte: O autor.

Outra contribui¢ao da geometria dindmica que s6 tem sentido nesse tipo de
ambiente ¢ a possibilidade de apresentar certos conceitos geométricos pelo uso de
caixas pretas. O nome caixa preta foi inicialmente atribuido por pesquisadores
franceses. No ensino tradicional, um conceito matematico ¢ inicialmente definido para,
em seguida, ser aplicado em problemas. No ambiente da geometria dinamica, podemos
inverter tal procedimento apresentando o conceito a ser estudado como uma caixa preta,
ou seja, o conceito proposto ¢ apresentado a partir de uma constru¢ao sem revelar as
suas caracteristicas. Analisando seus efeitos a partir da movimentagao dos elementos de
base e explorando algumas situacdes, como por exemplo, o uso de medidas, ¢ possivel

abrir essa caixa-preta para descobrir as caracteristicas do conceito, de forma a caminhar
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na dire¢ao da formulacao de uma definicdo matematica para esse objeto ou na descri¢ao
de uma possivel construgdo. Trata-se, portanto, de uma abordagem experimental, pois ¢
baseada na utilizacdo de uma ferramenta com a qual se procura observar propriedades
invariantes que caracterizam o conceito em jogo. Um exemplo bem simples do uso de
uma caixa preta sera dado. Vamos supor que no 6° ano do Ensino Fundamental o
conceito de mediatriz ndo tenha ainda sido apresentado. Pede-se ao aluno para utilizar o
menu “mediatriz” do software para criar a mediatriz de um segmento dado. O aluno nao

J4

sabe ainda o que ¢ mediatriz. Ao ativar o menu “mediatriz’

2

e clicar no segmento
aparecera uma reta. Pede-se ao aluno para investigar as propriedades dessa reta. Ao
movimentar os extremos do segmento ou ao utilizar medidas de segmentos e de angulos
ele descobrird as caracteristicas desse objeto geométrico, ou seja, que a mediatriz ¢ uma
reta que apresenta duas propriedades: ¢ perpendicular ao segmento e passa pelo seu
ponto médio. Nesse exemplo, o aluno usou inicialmente a mediatriz como ferramenta
para descobrir as propriedades caracteristicas do objeto tedrico “mediatriz”. Pode-se a
partir dessa atividade propor outra sem a utilizacdo da opg¢do “mediatriz”. O aluno
deverd construir a mediatriz de um segmento dado usando apenas as caracteristicas
descobertas, isto €, deverd construir uma reta perpendicular ao segmento passando pelo
seu ponto médio. Esse exemplo ilustra o trabalho de constru¢do de um conceito. Tudo
comegca pela acdo do aluno e evolui por iniciativa dele. O professor apenas auxilia o
aluno a encontrar o seu caminho proporcionando condi¢des favoraveis para a

apropriacao do saber.

MUDANCAS TRAZIDAS PELOS AMBIENTES DE GEOMETRIA DINAMICA
NO ENSINO DE CONCEITOS GEOMETRICOS E NA MINHA PRATICA
DOCENTE

Com a chegada da geometria dindmica, modifiquei profundamente a minha
pratica de ensino de geometria. De um trabalho teérico que priorizava a organizagao
conceitual (definigdes, axiomas e teoremas) passei a valorizar mais o trabalho
experimental de constru¢do, manipulacdo e observagdo, mas sem deixar de lado a
deducao. Na década de 90, comecei a trabalhar em cursos de formagao continuada de
professores em Educagdo Matematica e observei que poucos eram os professores que

apresentavam a seus alunos um curso ‘“organizado” de geometria. A geometria

HISTEMAT - ANO 2, N. 2, 2016



HISTEMAT - Revista de Historia da Educa¢cio Matematica
276
Sociedade Brasileira de Histéria da Matematica

ISSN 2447-6447

euclidiana era apresentada apenas como uma justaposi¢ao de resultados € ndo como um
encadeamento logico de proposicdes. Essa observagdo me levou a oferecer, nas
formagdes, um curso axiomatico de geometria plana. Usava a axiomatica do livro de
geometria do Moise (1971) onde os axiomas eram explicitados no inicio e o
desenvolvimento do curso consistia em apresentar definicdes e provas dos teoremas que
faziam parte dos conteudos do Ensino Basico. Cada resultado justificado se apoiava em
resultados anteriores. Mas cedo constatei que a sequéncia de proposi¢cdes era
desmotivadora para muitos professores embora enriquecedora para alguns. Passei a usar
a axiomadtica do livro de A.V. Pogorelov. Mas o curso continuava sendo arido para
muitos. Finalmente me voltei para as ideias de Freudenthal (1973) que defende que no
ensino da demonstragcdo, em vez de se pretender apresentar ao aluno uma organizagao
global da geometria (um sistema axiomatico completo), devem ser apresentadas
experiéncias de organizagao local, em que alguns resultados devem ser conjeturados e a
seguir interligados logicamente com outros por meio de dedugdes. A proposta de
organizacao local que passei a adotar consistia em assumir os 4 casos de congruéncia de
triangulos ¢ o fato de que duas retas paralelas intersectadas por uma transversal
determinam angulos alternos internos congruentes. Esses casos de congruéncia de
tridngulos aceitos num primeiro momento, intuitivamente, eram utilizados para provar
os demais resultados. Percebi claramente que tinha sido um alivio para os participantes
do curso, pois que me desobrigava de demonstrar alguns dos resultados da geometria
absoluta, ou seja, dos resultados que independem do postulado das paralelas. Somente
no final do curso, quando o tempo o permitia, os casos de congruéncia eram
justificados. Durante o curso, o uso da régua e do compasso era pouco explorado.

Com a inser¢do da geometria dindmica no ensino, minha abordagem mudou
radicalmente. As constru¢des geométricas passaram a ter uma grande importancia nas
aulas, pois ¢ na constru¢do geométrica que se percebe a necessidade do conhecimento
das propriedades geométricas do objeto tedrico. A partir desse momento, comecei a
trabalhar simultaneamente as propriedades dos objetos tedricos com as construgdes
geométricas. Entre os temas que permitiam essa abordagem estavam as transformagoes
geométricas no plano. Era um tema esquecido no ensino pela maioria dos professores,
mas rico para ser abordado, pois mobiliza uma multiplicidade de nogdes e ferramentas
geométricas e permite estabelecer conexdes entre conhecimentos de diferentes dominios

da matemadtica como, por exemplo, o estudo de graficos de fungdes, dos nimeros
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complexos, das coOnicas, da geometria espacial, dos objetos que apresentam
regularidades tais como mosaicos, ladrilhos, frisos. As transformacdes geométricas
passaram a ser o fio condutor da minha disciplina “Tépicos de geometria”. Esse estudo
comecou a ser formalizado em 1872 a partir das ideias apresentadas por Félix Klein.

A geometria euclidiana que ¢ estudada no Ensino Bésico e que ¢ caracterizada
por um conjunto de axiomas (Euclides, Hilbert, Birkhoff, Pogorelov) pode também ser
caracterizada a partir das transformagdes geométricas. Podemos defini-la como o estudo
das propriedades das figuras que permanecem inalteradas quando os elementos dessas
figuras sdo submetidos as transformacdes isométricas e de semelhangas. O recurso
oferecido pelo software para esse estudo ¢ o acesso automdatico a imagem de um objeto
geométrico por uma transformagdo. Essa operagdo ¢ realizada de modo instantanea,
bastando para isso, clicar no objeto e na transformagdao desejada. As isometrias,
transformagdes geométricas que preservam distancias, € as homotetias, transformagdes
geométricas que preservam o paralelismo e a razao entre segmentos correspondentes
permitem dar um tratamento mais geral a nog¢do de congruéncia e semelhancga. Até
meados da década de 90, pouca énfase era dada a essa temdtica porque o seu estudo
realizado no ambiente convencional papel/lapis ndo permitia a realizagdo imediata da
tarefa da constru¢do da imagem de um objeto. A falta desse recurso tornava o seu
estudo muito limitado. A chegada da geometria dindmica possibilitou oferecer esse
conteudo e coloca-lo numa posi¢cdo central nas aulas de geometria. Em relacdo a sua
abordagem, as transformacdes geométricas podem ser apresentadas como caixas pretas
ou como ferramentas para resolver problemas. A inclusdo das transformagdes
geométricas no estudo de conceitos geométricos vem sendo enfatizada pelos Parametros

Curriculares Nacionais. Encontramos nos PCN (1998) a seguinte orientagao:

As atividades que envolvem as transformagdes de uma figura no plano
devem ser privilegiadas nesses ciclos (6° ao 9° ano), porque permitem
o desenvolvimento de conceitos geométricos de uma forma
significativa, além de obter um carater mais dinamico para este
estudo. Atualmente, existem softwares que exploram problemas
envolvendo transformacdes das figuras. Também ¢ interessante propor
aos alunos situagdes para que comparem duas figuras, em que a
segunda ¢ resultante da reflex@o da primeira (ou da translagcdo ou da
rotacdo) e descubram o que permanece invariante € o que muda.
(Brasil, 1998, p. 124)
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Uma grande parte do meu curso consistia no estudo das transformacdes
geométricas no plano. Nesse estudo as transformagdes usuais eram apresentadas
inicialmente como caixas pretas, em seguida os invariantes percebidos eram justificados
e finalmente as transformacdes eram utilizadas como ferramentas para resolver
problemas. Como exemplo, apresento uma atividade para a constru¢ao do conceito de
translagdo. Dada uma figura e um vetor, usar a ferramenta ‘“transla¢do” para
transladar a figura e pesquisar os seus invariantes. Essa apresentacdo ¢ do tipo caixa

preta, ou seja, a translagdo ndo ¢ definida, mas ¢ utilizada como ferramenta para

descobrir os seus invariantes.

Figura 10 - A translacio como caixa preta

Fonte: O autor.

Com um simples clique na figura inicial e no vetor, o software apresenta a
imagem da figura. Usando o menu “medidas” e deslocando a extremidade do vetor para
observar os efeitos dessa variacdo sobre a figura, o aluno verifica na figura e na sua
transladada que a distancia entre um ponto qualquer da figura inicial e de sua imagem ¢
sempre a mesma e ¢ igual ao comprimento do vetor que fornece a direcao da translagao.
Outra propriedade percebida € que os segmentos que ligam cada ponto a sua imagem
sdo paralelos entre si. Além disso, os elementos que constituem a figura sujeita a uma
translagdo, continuam tendo as mesmas medidas e os mesmos angulos embora a figura
ocupe outra posi¢ao no plano. Dessa forma, as atividades do tipo caixa preta colaboram
com o processo de formacao do conceito do objeto geométrico. A etapa seguinte era
provar que a translacdo preserva distancias, angulos e a colinearidade entre pontos.
Portanto de um estudo exploratorio passava-se a um estudo dedutivo. Finalmente, a

translagdo era apresentada como ferramenta para resolver problemas. Como exemplo
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dessa ultima etapa apresentamos a seguinte situagdo: Considere duas circunferéncias C1
e C2 e um segmento PQ. Construir um ponto M na circunferéncia CI1 e um ponto N na

circunferéncia C2 de modo que o segmento MN seja paralelo e congruente a PQ.

Figura 11 - A translacdo como ferramenta para resolver problemas

Q

P/

c1 c2

Fonte: O autor.

Na Figura 12 estamos supondo inicialmente o problema resolvido. Se tivéssemos
o ponto M, bastaria translada-lo segundo o vetor PQ. Como ndo temos esse ponto mas
apenas a circunferéncia que o contém, ¢ suficiente transladar a circunferéncia C,
segundo o vetor PQ. A geometria dindmica permite essa operagdo de modo instantaneo.
Na intersecc¢ao das duas circunferéncias estara o ponto N. A construcdo de uma paralela

possibilitara obter o ponto M.

Figura 12 - A translacido na resolucio de um problema

Q

c1 c2 c1

Fonte: O autor.

Cada uma das outras transformacgdes geométricas era apresentada segundo
essas trés etapas: construcao da imagem para formular conjeturas dos invariantes, prova
da validade dos invariantes € o uso da transformagdo como ferramenta para resolver
problemas. O préximo passo era utilizar essas transformagdes que preservam as
distancias para apresentar o conceito de congruéncia de figuras planas. Em relacao ao
estudo da congruéncia de figuras, encontramos nos PCNs (1998, p.124) as seguintes

orientagoes:
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O estudo das transformagdes isométricas (transformagdes do plano
euclidiano que conservam comprimentos, angulos e ordem de pontos
alinhados) ¢ um excelente ponto de partida para a construgdo das
no¢des de congruéncia. As principais isometrias sdo: reflexdo numa
reta (ou simetria axial), translacdo, rotagdo, reflexdo num ponto (ou
simetria central), identidade. Desse modo as transformacdes que
conservam propriedades métricas podem servir de apoio ndo apenas
para o desenvolvimento do conceito de congruéncia de figuras planas,
mas também para a compreensdo das propriedades destas.

(Brasil, 1998, p. 124)

No ensino wusual, apresentam-se diversas definicoes para a palavra
“congruente”. Segmentos congruentes sio segmentos de medidas iguais. Angulos
congruentes sao angulos de medidas iguais. Tridngulos congruentes sao triangulos de
lados correspondentes congruentes e angulos correspondentes congruentes. Circulos
congruentes sao circulos de raios iguais, etc. As transformagdes geométricas que
preservam as distancias (denominadas de isometrias) permitem dar uma defini¢cao geral
de congruéncia que engloba todos os casos anteriores. Duas figuras sdo congruentes se
existe uma isometria do plano no plano que transforma a primeira figura na segunda
figura. Com base nos trabalhos de Vergnaud (1990), podemos classificar os problemas
relacionados com as transformacdes em trés tipos: dada uma figura inicial e uma
transformagdo, obter a sua imagem; dada a imagem de uma figura por uma
transformagao e dada a transformacgao, obter a figura inicial; dada uma figura inicial e a
sua imagem, obter a transformagdo que as relaciona. Esse ultimo tipo de problema,
geralmente menos presente no ensino, difere do primeiro e do segundo tipo, pois obriga
o aluno a fazer hipoteses sobre a natureza da transformagdo. O exemplo que
apresentamos a seguir ¢ um problema do terceiro tipo que explora o conceito mais
amplo de congruéncia. Os poligonos ABCDE e MNPQR representados abaixo sdo
congruentes. A tarefa consiste em deslocar o poligono inicial ABCDE até fazé-lo
coincidir com o poligono MNPQR. Quais transformagoes podem levar o poligono

ABCDE no poligono MNPQR?

Figura 13 - Figuras congruentes
;

A

Fonte: O autor.
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O software possibilita imediatamente obter a imagem do poligono ABCDE
segundo o vetor DR. A seguir, ele permite obter a imagem do poligono transladado por

uma rotagao de centro R e angulo C'RQ fazendo com que os dois poligonos coincidam.

Figura 14 - Uma solucio via transformacdes geométricas

Fonte: O autor.

Outras atividades de superposi¢cdo de figuras podem ser propostas englobando
também a simetria axial. O exemplo acima ilustra a contribuicdo da geometria dindmica
na apropriagao do conceito de congruéncia.

O estudo das transformacgdes prossegue com a apresentagao da homotetia como
caixa preta. Em seguida os invariantes pesquisados sao justificados e finalmente a
homotetia ¢ utilizada para resolver problemas. O estudo ¢ completado com a defini¢ao
mais ampla de semelhanga que considera duas figuras A e B quaisquer, poligonais ou
nao, semelhantes se existe uma figura C homotética a figura A e congruente a figura B.

Resulta dessa definicdo que uma semelhanca ¢ uma composi¢ao de uma
homotetia e de uma isometria.

Em relacao ao estudo de figuras semelhantes, encontramos nos PCNs (1998) as

seguintes orientagdes:

O estudo das transformagdes que envolvem a ampliagdo e
reducdo de figuras ¢ um bom ponto de apoio a construcao do
conceito de semelhanga. Porém, esse conceito ¢ geralmente
abordado apenas para os tridngulos, tendo como unica referéncia
a definicdo que ¢ apresentada ao aluno ja na introdugdo desse
conteudo: dois triangulos sao semelhantes quando e somente
quando tém os trés angulos respectivamente congruentes ou 0s
lados correspondentes proporcionais. Tal abordagem ¢ limitada
para uma compreensdo mais ampla do conceito de semelhanca.
Isso pode ser favorecido se tal conceito for estudado em outras
figuras, inclusive nas nao-poligonais.

(Brasil, 1998, p. 124)
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A seguir, um exemplo que obriga o aluno a fazer hipoteses sobre a natureza da

transformagdo e que explora o conceito mais amplo de semelhanca. As figuras
representadas abaixo sdo semelhantes. Que transformagoes podem modificar a

primeira figura até coincidir com a segunda figura?
Figura 15 - Semelhanca de figuras
H\x‘\

0,60 cm

Fonte: O autor.
2. Logo, para verificar se as

1,2 _
0,6

7]

Nesse exemplo a razdo de semelhanca ¢
duas figuras sdo semelhantes devemos fazer uma homotetia seguida de uma isometria

Para isso, escolhemos um centro O qualquer e construimos uma figura homotética a

primeira de razao 2.
Figura 16 - Figuras homotéticas

060 cm

Fonte: O autor.

A seguir recaimos no caso de congruéncia de figuras. Deve-se mostrar que a

figura intermedidria ¢ congruente a figura final. Nesse caso ¢ feita uma translagao, por
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Figura 17- Figuras congruentes

060 cm

Fonte: O autor.

E finalmente uma rotagao de angulo BA'C.

Figura 18 - Uma soluc¢io via transformacées geométricas

0,60 cm

Fonte: O autor.

O exemplo acima ilustra a contribuicdo da geometria dinamica na apropriagao

do conceito de semelhanca.
As transformagdes geométricas usuais foram tratadas, até esse momento, de um ponto
de vista global, isto ¢, elas foram aplicadas sobre figuras. Uma figura ¢ transformada em

outra figura. Nesta segunda etapa, as transformagdes geométricas serdo abordadas sob
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um ponto de vista pontual. Uma figura sera vista como um conjunto de pontos. A
geometria dinamica traz uma ajuda importante nessa passagem do global para o pontual.
Os numeros complexos sao um terreno fértil para essa abordagem. A estratégia utilizada
serd de associar a cada ponto de uma figura a sua imagem. E o conjunto de todas as
imagens sera obtido como um lugar geométrico. Enquanto o aspecto global favorece a
visualiza¢ao dos invariantes associados a transformacdo, o aspecto pontual enfatiza o
procedimento geométrico que permite associar um ponto qualquer de uma figura a sua
respectiva imagem. Por exemplo, como associar uma transforma¢ao geométrica a uma
aplicagcdo que leva cada complexo z ao complexo 3z ? Para visualizar essa
transformagdo, criamos uma figura, escolhemos um ponto genérico dessa figura que
sera representado pelo complexo z=(x,y), a seguir, construimos a imagem do complexo
z pela aplicagdo z—3z, ou seja, construimos o ponto de coordenadas (3x,3y).
Finalmente, o software nos fornecerda o lugar geométrico do ponto que representa 3z
quando z percorre o contorno da figura construida. A curva descrita sera uma figura
homotética a primeira com centro (0,0) e razdo de homotetia 3. Podemos entdo
caracterizar uma aplicacdo do plano em si mesmo que associa a cada complexo z o
complexo k.z, sendo k um nuamero real diferente de zero, como wuma homotetia de

centro O(0,0) e fator k.

Figura 19 - Uma homotetia

132

Fonte: O autor.

Como tratar uma aplicagdo que associa a cada complexo z, o complexo z+
3,22+1,241? Construimos uma figura qualquer e escolhemos um ponto genérico da
figura que serd indicado por z=(x,y). A seguir construimos a imagem de z pela
aplicagdo, isto ¢, construimos o ponto de coordenadas (x+3,22; y+1,24). O lugar
geométrico da imagem quando z percorre o contorno da figura € o poligono transladado

segundo o vetor de origem O e extremidade (3,22;1,24). De um modo gral, podemos
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caracterizar uma aplicacao do plano em si mesmo que associa a cada complexo z=x+iy,

o complexo z+w, sendo w=a+bi um complexo fixo, como uma translagdo do complexo

z segundo o vetor de origem (0,0) e extremidade (a,b).

Figura 20 - Uma translacio

o w=3,2241.24i

Fonte: O autor.

Analogamente, a aplicacdo do plano em si mesmo que associa a cada complexo
z o complexo w.z , sendo w um complexo fixo de modulo 1, como uma rota¢do de
centro O e angulo igual ao argumento de w. Na figura abaixo, quando o complexo z
percorre o pentagono, o complexo w.z percorrera o pentdgono rotacionado de um

angulo de 26,09° que ¢ o argumento do complexo w.

Figura 21 - Uma rotacao

F, R4

)
N
“

| /26,095 W=0,90+0,44 |
,;}:\5 “26.09%

o) :

Il

Fonte: O autor.

X
.
-

mmm—m——

O exemplo a seguir, mostra uma aplicacdo que produz figuras semelhantes. A
aplicacdo do plano em si mesmo que associa a cada complexo z o complexo w.z ¢ uma
semelhang¢a de razao s onde s ¢ o modulo de w. Essa semelhanga ¢ uma composicao de
uma homotetia de centro O e fator s e de uma rotacao de centro O e tendo como angulo
o argumento do complexo w. Na figura abaixo, se z percorre o contorno do poligono, o

complexo w.z percorre o contorno do poligono semelhante cuja razdo de semelhanca ¢

igual ao modulo de w.
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Figura 22 - Uma semelhanca

: z=2,66+2:04 i
. /2067¢
AT w=139+053
Llof7 2067 ° .

Fonte: O autor.

Introduzindo o conceito de conjugado de um complexo z=a+bi indicado por

N

= a - bi, a aplicacao do plano em si mesmo que associa a cada complexo z o complexo z
pode ser traduzida geometricamente por uma reflexdo em relagdo ao eixo x € a
aplicacdo do plano em si mesmo que associa a cada complexo z o complexo - z pode
ser traduzida geometricamente por uma reflexdo em relagdo ao eixo y . Na figura
abaixo, se z percorre o contorno do poligono, o complexo Z percorre o contorno do
poligono simétrico em relagdo ao eixo x € o complexo - z percorre o contorno do

poligono simétrico em relagdo ao eixo y.

Figura 23 - Uma reflexio em relagio ao eixo y

Y

Y

Fonte: O autor.

Os exemplos acima ilustram o ponto de vista pontual das transformacdes
geométricas. A pesquisa de JAHN (1998) mostra que os alunos tém dificuldades para

conceituar as transformagdes como aplicacdes do plano em si mesmo pois a passagem
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do global para o pontual marca uma ruptura entre duas concepgoes de plano: uma que
considera o plano como um conjunto de figuras e a outra que considera o plano como
um conjunto de pontos. A transposicdo didatica habitual coloca um acento sobre os
aspectos algébricos dos nimeros complexos. Pouca énfase ¢ dada a interpretagdo
geométrica das operacdes entre esses numeros. A atual disponibilidade dos ambientes
de geometria dindmica possibilita essa apresentacdo de forma simples, colocando o
aluno no centro do processo para perceber relagdes e analisar as caracteristicas dos
objetos construidos.

Um outro tema que permite trabalhar simultaneamente propriedades
geométricas com as construgdes geométricas ¢ a introducdo de técnicas de

representacao de objetos espaciais num plano. Encontramos nos PCNs (1998) a seguinte

orientagdo em relacdo ao estudo da geometria espacial:

Como campo de problemas, o estudo do espago e das formas envolve
trés objetos de natureza diferente: o espago fisico, ele proprio — ou
seja, o dominio das materializagdes; a geometria, concebida como
modelizag¢do desse espago fisico — o dominio das figuras geométricas;
o(s) sistema(s) de representacdo plana das figuras espaciais — o
dominio das representagdes graficas. A esses objetos correspondem
trés questdes relativas a aprendizagem que sdo ligadas e interagem
umas com as outras. Sdo elas: a do desenvolvimento das habilidades
de percepcdo espacial; a da elaboracdo de um sistema de propriedades
geométricas e de uma linguagem que permitam agir nesse modelo; a

de codificacdo e de decodificagdo de desenhos.
(Brasil, 1998, p. 122)
No ensino atual, a geometria espacial ¢ abordada preferencialmente em relacao
ao dominio das materializagdes ¢ ao dominio das figuras geométricas faltando uma
énfase ao dominio das representacdes graficas. Os alunos tém reais dificuldades na
elaboragdo de uma representacao grafica (codificacdo) bem como na interpretagdo de
uma representacao grafica (decodificacdo). Uma das razdes ¢ que nas representagoes
planas de objetos espaciais, o controle perceptivo do plano esta ausente. As
representacoes planas de objetos espaciais sao enganosas, pois sendo de duas
dimensdes, elas podem induzir, por exemplo, a consideracdo de propriedades de
intersec¢ao ou de alinhamento ndo verificadas. O desafio de representar objetos
tridimensionais em superficies planas surgiu em varias civilizagdes € o homem criou
diferentes solugdes para resolver este problema. Entre as solugdes criadas destacam-se

para o ensino, a perspectiva paralela, a perspectiva central e a geometria descritiva.
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Pesquisas apontam que a explicitacdo das regras de representacdo pode favorecer o
desenvolvimento da visualizacao espacial. Parsysz (1989) enfatiza a importancia de se
ensinar as regras de representacdo da perspectiva paralela a alunos do Ensino Basico. O
seu trabalho mostra que a explicitacdo dessas regras pode favorecer a compreensao de

propriedades da geometria espacial. Machado (2000, p. 55) afirma:

[...] poucos sdo os professores que buscam de modo consciente o
desenvolvimento nos alunos da capacidade de representar.
Frequentemente, os alunos sdo instados a desenhar sem qualquer
orientagdo especifica, e considera-se natural que ‘vejam’ os objetos
tridimensionais através de suas representagdes planas, classificando os
recalcitrantes como ‘carentes de visdo espacial’. Tal capacidade de
transitar do objeto para a representagao plana e vice-versa, sem duvida
¢ possivel de ser desenvolvida, competindo a escola a realizacdo de tal
tarefa.

(Machado, 2000, p. 55)

A geometria dinamica trouxe novas possibilidades para o ensino ¢ a
aprendizagem das técnicas de representagdo. Assuntos como secgdes de solidos,
representacdoes em perspectiva € problemas de sombra podem ser tratados nesses
ambientes. Faremos a seguir, uma revisita a uma das técnicas que pode ser ensinada no
Ensino Bésico. Trata-se da perspectiva cavaleira. Ela trata da projecdo de um objeto
sobre um plano a partir de uma fonte colocada no infinito (os raios solares podem ser
considerados como uma boa aproximagdo de raios paralelos), mas com os raios
obliquos ao plano de projecdo. Para construir um objeto em perspectiva cavaleira ¢
necessario o dominio das regras de representacdo. Uma possibilidade ¢ obter
empiricamente tais regras a partir de sombras produzidas por objetos expostos ao sol
(Kodama, 2006). Outra maneira ¢ utilizar um software de geometria dinamica para
simular as sombras produzidas pelos objetos expostos ao sol. Pode-se observar na figura
abaixo duas regras, da perspectiva cavaleira, obtidas a partir da utilizagdo software
Cabri 3D: a conservagao do ponto médio e a conservagao do paralelismo de segmentos
paralelos. O ponto médio B do segmento AC se preserva na sua proje¢ao. Movendo as
extremidades do segmento AB veremos que o ponto B’ continuara sendo ponto médio
do segmento A'C’. O paralelismo entre os segmentos AB ¢ CD também se preserva por

projecao. Essas sao duas regras basicas da perspectiva cavaleira.
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Figura 24 — Regras da perspectiva cavaleira
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Fonte: O autor.

ApoOs o estudo exploratério segue a etapa da justificativa das regras. Por
exemplo, a justificativa da primeira regra se apoia na utilizacdo do teorema de Tales
pois que AA’, BB" e CC" sdo retas paralelas. A justificativa da segunda regra se apoia
no fato que as retas concorrentes AB ¢ AA” sdo ambas paralelas ao plano determinado
por DD'CC’. Como consequéncia A'B” ¢ paralelo a C'D’. As demais regras podem ser
obtidas com a ajuda do software. Uma das primeiras consequéncias da apropriacao das
regras ¢ a possibilidade de construir a perspectiva cavaleira das principais figuras usuais

da geometria espacial (prismas, piramide, cone, cilindro e esfera).

igura 25 — Perspectiva Cavaleira de s6lidos geométricos

v

Fonte: O autor.

A partir dessas construcdes € possivel iniciar a resolucao de uma variedade de
problemas de geometria espacial. O grande interesse em dominar a técnica da
perspectiva cavaleira ¢ que ela ndo € apenas uma ajuda visual, mas permite obter

solucdes reais de problemas a partir da figura construida. Vamos dar um exemplo de
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como utilizar a perspectiva cavaleira para resolver um problema de geometria espacial.
Qual a natureza da sec¢do de um cubo por um plano que passa pelos pontos médios
M,N e P das arestas conforme indica a figura abaixo.

Inicialmente constrdi-se um cubo em perspectiva cavaleira e marcam-se 0s
pontos médios das arestas M, N e P. Consideramos o plano o que passa pelos pontos
M,N e P. As retas MN e AD estdo contidas no plano da face superior do cubo. Logo

elas tém uma intersec¢ao T. Como a contém a reta MN, o ponto T pertencera a o.

Figura 26 - Seccdo de um cubo
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Fonte: O autor.

As retas TP e AE estdo contidas no plano da face frontal do cubo. Logo elas
tém uma intersec¢do Q. Os pontos T e P pertencem ao plano a. Logo a reta TP esté

contida no plano a. Como Q pertence a reta TP entdo Q pertence ao plano a.

Figura 27 - Seccdo de um cubo
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Fonte: O autor.

De modo analogo temos na figura 28 que as retas MN e DC se intersectam no
ponto T" pois estdo no mesmo plano que contém a face superior do cubo. Logo o ponto
T" pertence ao plano a As retas CG e PT" se intersectam no ponto Q" pois estdo no
mesmo plano que contém a face lateral do cubo. A reta PT" estd contida no plano o

Entdo o ponto Q" também pertence ao plano a.
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Figura 28 - Sec¢ido de um cubo
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Fonte: O autor.

Finalmente temos a construcao da sec¢do do cubo pelo plano que passa pelos

pontos M, N e P. E o pentagono MNQ'PQ.

Figura 29 - Seccido de um cubo
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Fonte: O autor.

Podemos observar no exemplo acima a importancia de saber discernir planos
numa figura do espago. As construgdes s6 podem ser realizadas em cada plano onde se
situam as retas. A pesquisa de Rommenvaux (1999) aponta que uma das dificuldades
dos alunos na resolucdo de um problema de geometria espacial estd situada no
discernimento de planos e afirma que saber discernir esses planos ¢ um passo decisivo

para a aprendizagem da geometria espacial.

Figura 30 - Discernimento de planos

Para calcular a diagonal de um cubo ¢é necessario | Para calcular a altura AH de um tetraedro regular ¢
discernir o plano ABCD que contém a diagonal. necessario discernir o plano ABC que contém a
altura.

A

Fonte: O autor
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Figura 31 - Discernimento de planos
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Fonte: O autor

Para obter a distancia entre duas arestas opostas (BC e AD) de um tetraedro
regular ABCD, ¢ necessario discernir o plano passando pelos pontos A, M, D onde M
¢ ponto médios da aresta BC. A altura do triangulo isésceles AMD sera a distancia
procurada.

Outro sistema de representacdo pouco explorado no ensino € que permite
trabalhar simultaneamente propriedades geométricas com constru¢des geométricas € a
perspectiva central. O software abre um campo enorme de possibilidades na exploragao
dessa tematica. E um dos assuntos que permite a integragido da matematica com as artes.
A perspectiva central ¢ a representacdo de um objeto tridimensional em um plano a
partir de uma fonte pontual. Albrecht Durer (1471-1528) utilizava um instrumento
(perspectografo) para representar objetos tridimensionais. A figura abaixo mostra como
Durer representa um alatde (instrumento musical) em perspectiva. As coordenadas da
imagem de cada ponto do alaude sdo determinadas pela posi¢ao de dois fios, um vertical

e outro horizontal, presos a moldura de madeira.
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Figura 32: O desenhador de alaudes

4

Fonte: disponivel em http://home.fa.utl.pt/~Immateus/1213 1 sem/Perspectiva 1213.pdf
Acesso em 10/06/2016.

A geometria dindmica permite revisitar as técnicas desenvolvidas pelos
pintores e artistas do Renascimento. Para isso o software ¢ usado para simular o
perspectografo de Durer. A figura abaixo ilustra que a perspectiva do quadrado contido
no plano do chdo ¢ um trapézio (contido no plano vertical). O quadrado se deforma num
trapézio. O olho do observador ¢ indicado com a letra O e a projegao ortogonal do olho
do observador sobre o plano vertical ¢ denominada de ponto principal e indicada por
PP. A intersec¢do do plano vertical com o plano do chdo ¢ uma reta denominada linha

de terra.

Figura 33 - A perspectiva de um quadrado

Fonte: O autor.
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O software 3D possibilita obter empiricamente as regras da perspectiva central.
Uma das mais utilizadas pelos pintores do Renascimento, chamada de “método dos
pontos de distancia” afirma que ‘“‘as perspectivas de retas paralelas formando angulos
de 45° com a linha de terra se encontram, no plano vertical, em um ponto denominado
ponto de distancia”. Ha dois pontos de distancia D e D’. Tais pontos t€ém a propriedade
de estarem situados a mesma distancia do ponto principal e essa distancia ¢ igual a

distancia entre o observador e o ponto principal.

Figura 34 - Os pontos de distancia

Fonte: O autor.

A partir dessas informagdes ¢ possivel descobrir a que distancia do plano
vertical estava um pintor do século XV ao pintar o seu quadro. Vamos dar um exemplo.
Escolhemos a copia de um quadro em que seja possivel encontrar o seu “ponto de
distancia” e o seu “ponto principal”. Por exemplo, o quadro da “Anunciagdo com santo
Emidius” de Carlo Crivelli, pintado em 1476. As medidas reais do quadro sdo altura

207cm e largura 146,7 cm. Abaixo temos uma cépia desse quadro.
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Figura 35 - O quadro da Anuncia¢io com Santo Emidius

Fonte: Disponivel em http://www.mare.art.br/detalhe.asp?idobra=3633. Acesso em 10/6/2016.

Inicialmente obtém-se o ponto D’ e o ponto principal. A largura dessa copia ¢
6,89 cm e a distancia do “ponto de distancia” D’ao “ponto principal” ¢ 5,43 cm. Uma

regra de trés mostra que o fator de ampliacdo do quadro original para a copia ¢

146,7 c A , ,
largura do quadro — - = 21,28. Portanto a distancia real do ponto D’ao ponto O sera

largura da copia 6,89cm

21,28 vezes 5,43 =115,49 cm, ou seja, no ano de 1496 o pintor estava a uma distancia

de 1,15 m ao pintar o quadro original.

CONSIDERACOES FINAIS

Os ambientes de geometria dinamica sdao ferramentas disponiveis para
enriquecer o processo de ensino e aprendizagem da geometria. No entanto, o ensino da
geometria com a insercdo da geometria dindmica ainda ¢ pouco explorado pelos
professores. Um dos motivos ¢ a dificuldade do professor em transformar esses
ambientes informaticos em instrumentos de trabalho. Isso se deve, em parte, a auséncia
de recursos e ajudas que lhes permitem integrar esses ambientes informaticos em seus

contextos particulares de ensino. Existem muitos trabalhos envolvendo o uso da
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geometria dinamica em sala de aula, mas as questdes relacionadas aos problemas
didaticos ou pedagogicos sao pouco abordadas. Julgamos que o desenvolvimento de
cenarios, ou seja, da descri¢ao de sequéncias de atividades articuladas, acompanhada de
comentarios aos professores, com o desenvolvimento de possiveis estratégias nas
solucdes dos problemas e de ajudas tanto do ponto de vista matematico quanto do ponto
de vista informatico, ¢ um passo importante para a integracao da geometria dinamica no

ensino.
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