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RESUMO

O presente artigo tem como principal intento mostrar a articulagdo entre um dos conhecidos problemas gregos
classicos de geometria, a quadratura do circulo, e a impossibilidade de construir alguns nimeros reais com uso de
régua ndo graduada e compasso. Estas linhas tomam por base as reflexdes contidas no texto original de Felix Klein,
Vortrage Uber Ausgewahlte Fragen Der Elementargeometrie Ausgearbeitet Von F. Target, de 1895, combinadas
com os estudos de matematicos que provaram a nao construtibilidade de T, pelo fato deste nimero ser
transcendente. Este Gltimo resultado é um possivel caminho justificado pela algebra abstrata moderna que resolve
0 questionamento proposto pelo problema grego.

Palavras-chave: Quadratura do circulo. Construgdo com régua e compasso. NUmeros irracionais. NUmeros
transcendentes

ABSTRACT/RESUMEN/RESUME

L’objectif principal de cet article est de montrer le lien entre I’un des problémes de géométrie grecque classique
bien connu, la quadrature du cercle, et I’'impossibilité de construire quelques nombres réels a I’aide d’une régle
non gradué et d’un compas. Ces lignes sont basées sur les réflexions contenues dans le texte original de Felix
Klein, Vortrage Uber Ausgewahlte Fragen Der Elementargeometrie Ausgearbeitet Von F. Target, de 1895,
combinées aux études de mathématiciens qui ont prouvé la non constructibilit¢ de m, car ce nombre est
transcendant. Ce dernier résultat est une voie possible justifiée par I’algebre abstraite moderne qui résout la
question proposée par le probléme grec.

Mots-clés: Quadrature du cercle. Construction a la regle et au compas. Nombres irrationnels. Nombres
transcendentes.
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INTRODUCAO

Nos ultimos anos, o uso da Historia da Matematica no cotidiano da educagao basica vem
se tornando mais frequente e configura uma boa pratica entre professores de Matematica que
compreendem que ¢ preciso descaracterizar o ensino da Matemadtica como frio e mecanizado,
como nos alerta Chaquiam (2023), a fim de mostrar que a Matematica pode ser tratada de forma
mais contextualizada e integrada a outras areas, assim como mais dinamica, criativa e,
sobretudo, mais humanizada.

Muitos livros didaticos que fazem parte do Programa Nacional do Livro e do Material
Didatico (PNLD) ja trazem se¢des nas quais a Histéria da Matematica aparece como um
caminho para o professor introduzir contetdos matematicos, ou auxiliar na compreensao de
uma ideia ou conteido de maneira menos formal em termos matematicos. Estas secdes
configuram o que Fossa (2012) chamou de “uso ponderativo” da Historia da Matematica.
Outras formas aparentes no livro didatico sdo de “uso ornamental” (Fossa, 2012), ou seja, sao
insercoes historicas que nao visam diretamente o contetido, entretanto, trazem curiosidades que
permitem excelentes discussoes em classe, aumentando assim o capital cultural e matematico
dos alunos e dos professores.

Chaquiam (2023) afirma que a inser¢do de Historia da Matematica como ferramenta
didatica na educagdo basica possibilita a compreensao das origens das ideias advindas de
determinada cultura. Além disso, permite perceber que teorias que atualmente apresentam-se
aparentemente acabadas e bem estruturadas do ponto de vista matematico, sdo, na verdade,
resultados de grandes esforcos entre distintos colaboradores. Tais estudos ainda permitem
diversos questionamentos, principalmente sobre a génese do conhecimento e correlagdes entre
distintos campos dos saberes.

Ademais, estudar a evolu¢do de uma ideia ou de um conceito matematico a partir da
Historia da Matematica, desmistifica a falsa concep¢do de linearidade na constru¢ao do
conhecimento matematico. Um bom exemplo para ilustrar esta afirmativa ¢ reconhecer os
inimeros desdobramentos consequentes das ideias iniciais do Calculo Infinitesimal
desenvolvidas por Isaac Newton (1642-1727) e Gottfried Leibniz (1646-1716). O conceito de
infinitésimo, por exemplo, alimenta os mais diversos ramos da matematica, principalmente
aqueles cujas preocupagdes primordiais baseiam-se em saber como uma ‘entidade matematica’
se comporta localmente. A possibilidade de compreender que a ordem do aparecimento das
ideias que compdem a teoria € bem diferente das ideias apresentadas nos livros-texto de calculo,

com a famosa ordem “limites, derivadas e integrais”, posiciona criticamente alunos e
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professores, que percebem o cardter humano da matematica e que esta ¢ resultado de inimeras
contribuig¢des sociais. Cabe ressaltar ainda que os infinitesimais ganham forma historicamente
a partir da discussdo sobre a existéncia dos indivisiveis, tdo cara as questdes filosofico-
religiosas dos séculos XVI e XVII, e que contradizia a tradi¢cdo aristotélica das universidades
europeias.

A Histéria da Matematica ajuda a compreender que processos de formalizacdo da
propria Matematica, assim como a tentativa de generalizagdo de resultados obtidos sob certas
condi¢des, ndo se originam exclusivamente da natureza loégica da disciplina, mas de uma
possivel inferéncia de outros discursos presentes na constituicdo e no desenvolvimento do
discurso matematico, como apontam os estudos de Miguel e Brito (1996).

Buscar correlagdes entre diferentes tematicas e autores dentro da propria Matematica
também ¢ um dos oficios dos historiadores da matematica. Ler, interpretar sem anacronismos,
traduzir, divulgar, classificar, buscar relacdes de similitudes ou oposicdo de ideias, garimpar
documentos compreendidos como fontes primarias e interpretar documentos historicamente
referendados, sdo algumas das muitas tarefas desenvolvidas por historiadores da matematica.
Desta forma, procuramos com este artigo, ndo somente caracterizar um periodo ou um resultado
matematico relevante que possa ser levado as salas de aula (ou a uma roda de conversa entre
professores que ensinam matematica), mas exemplificar que, contetdos aparentemente
dispares, podem caminhar lado a lado, complementando-se.

A partir das reflexdes trazidas por Felix Klein (1849-1925) na obra intitulada Vértrage
iiber Ausgewahte Fragen der Elementargeometrie Ausgearbeitet von F. Tigert® de 1895
(Beman & Smith, 1897), foi possivel evidenciar, a partir de elementos da Histéria, como a
algebra moderna dialoga com um problema classico da geometria grega da Antiguidade. Este ¢
o caso de diversos estudos envolvendo os niimeros transcendentes e os trés classicos problemas
geométricos gregos, a saber, a quadratura do circulo, a trissec¢ao do angulo e a duplicacdo do
cubo, dentre os quais nosso interesse aqui recai apenas no primeiro. E sobre esta integragdo de
ideias que este artigo se propde apresentar.

Acreditamos que trazer a historia da matematica para a sala de aula, combinada com
diferentes recursos didaticos e metodoldgicos, pode contribuir sobremaneira para um melhor
ensino e uma aprendizagem mais fluida da disciplina. Além disso, estabelecer conexdes entre

diferentes temas permite ao professor de Matematica entender a Matematica como uma

3 Aulas sobre questdes selecionadas em geometria elementar preparadas por F. Tagert (Traducio nossa). E uma publicagdo
comemorativa da terceira reunido da Associagdo de Matematicos de Gottingen, Alemanha, para a promocdo da Educagao
Matematica e das Ciéncias Naturais, ocorrida no pentecostes de 1895. Texto original disponivel em
https://quod.lib.umich.edu/u/umhistmath/ACV2370.0001.001?rgn=main;view=fulltext
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disciplina integrada com outras areas do conhecimento, de grande potencial criativo,

colaborativa e mais humanizada.

1. OS TRES PROBLEMAS CLASSICOS NA GEOMETRIA ANTIGA GREGA

Apo6s a Batalha de Salamina (480 AEC#), na guerra contra os Persas, a cidade de Atenas
tornou-se um importante centro comercial e cultural do mundo antigo. Péricles (495-429 AEC)
empregou vasta quantia para remodelar a cidade e levar a certa camada da populagdo acesso a
cultura grega. Cabe ressaltar que as mudancas sociais da época expandiram largamente a classe
social constituida por homens livres, os quais passaram a demandar a tdo desejada formagao do
Homem grego, o que compreendia a educag@o do corpo e da mente. Enquanto a primeira estava
restrita as escolas de gindstica, a segunda ficava sob a responsabilidade de tutores de diferentes
areas, como gramatica, retorica e dialética, arte, musica, matemadtica e astronomia (Jaeger,
2013).

Estes tutores ficaram conhecidos por Sophistis (ou homens espertos), € na contramao
dos pitagdricos, ndo formavam grupos de estudos, ndo se organizavam em classes fechadas e
nem defendiam uma doutrina ou filosofia especificas. Os Sofistas ensinavam livremente as mais
diferentes areas e, embora a matematica nao fosse um campo de grande interesse, muitos deles
deixaram contribuicdes de valor em geometria, em especial na geometria do circulo,
negligenciada pela escola pitagorica. Entre os problemas matematicos de interesse figuram os
supracitados classicos problemas gregos de geometria, anteriores a Euclides, e que além dos

Sofistas, acendiam o interesse grego pela geometria em distintos grupos sociais.

4 Antes da Era Comum.
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Figura 1 — A Grécia Antiga
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Fonte: https://br.pinterest.com/pin/310748443041382619/ Acesso: 04/10/2023.

Alguns destes problemas de geometria fascinaram a mente humana por terem sido
apresentados através da mitologia, como o caso do problema deliano (ou problema da
duplicacdo do cubo). Tal problema envolveu o imaginario social grego, pois foi apresentado a
partir da lenda da peste ateniense. Uma peste que assolava Atenas, por volta de 427 AEC, e que
so teria fim, caso o problema da duplicagdo do cubo fosse resolvido. O problema, supostamente
proposto pelo Oraculo de Delfos, consistia em descobrir o quanto se deve aumentar as arestas
de um cubo, a fim de que o volume do novo cubo seja o dobro do volume do cubo inicial. Da
mesma maneira que uma série de outros problemas, este também era insoluvel com o uso das
ferramentas aceitas pelos gedmetras da época, régua nao graduada e compasso, porém, inspirou
uma série de contribui¢cdes no campo da geometria e das constru¢des geométricas, como pode
ser visto em Roque (2012) ou em Vitrac (2005).

Outros problemas chamaram a ateng¢ao por conta de suas técnicas de resolugdo. Tais
solugdes, pura e exclusivamente por meio de régua nido graduada e compasso, podem ser
entendidas como de vanguarda, como o problema da trissec¢do do angulo. Dos trés problemas
classicos, Ferreira (2010) afirma que este ¢ o problema que mais apresenta solugdes falsas e
que ndo tem uma histdria que possa ser considerada fidedigna. Além disso, afirmar que nao ¢é
possivel assegurar que todo e qualquer angulo ndo pode ser trissectado por meio de régua e
compasso, tomando o universo mais geral possivel dos angulos, ndo ¢ uma verdade. De acordo
com Roque (2012), Aristoteles (380-322 AEC) chegou afirmar que Hipdcrates (460-377 AEC)
apresentou uma prova falsa do problema em seu tratado sobre as lunulas e que uma das tarefas
mais dificeis para os matematicos ¢ encontrar possiveis erros em demonstracdes logicamente

bem construidas.
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Ferreira (2010) nos mostra que o problema da quadratura do circulo ja estava presente
em cinco problemas (41, 42, 43, 48 e 50) contidos no Papiro de Ahmes (1660-1620 AEC) no
ano de 1650 AEC. O problema consiste em construir um quadrado que tenha a mesma area de
um circulo dado, usando régua nao graduada e compasso. Outros matemdaticos como
Anaxégoras (500-428 AEC), Meton (460 AEC — sem registro de sua morte), Hipdcrates (460-
377 AEC), Arquimedes (287-212 AEC) e Plutarco (46-120) debrugaram-se sobre o problema.

Roque (2012) comenta que os objetivos desses trabalhos podem ndo ter tido uma
natureza formal, mas podem ser resultantes da busca pela técnica mais acurada em resolver

problemas geométricos com argumentos puramente geométricos.

A riqueza da investigag@o de problemas geométricos de construg@o levou a uma concepcao mais
clara sobre a natureza geral da arte de resolvé-los. Tal clareza, por sua vez, pode ter levado as
primeiras demandas de sistematizagdo ¢ ordenac¢do da geometria, expressa nos Elementos
(Roque, 2012, p.160).

Os sofistas Antifona (480-411 AEC) e Bryson da Acaia (viveu no séc. [V AEC) também
estudaram o problema da quadratura do circulo, comegando com um quadrado inscrito num
circulo e obtendo uma série de poligonos inscritos através da repeti¢do do método da bissec¢ado
de arcos (Figura 2, a esquerda). Ambos procuravam mostrar que a sequéncia de areas de

poligonos encontradas de modo aproximado, tendia (em linguagem moderna) a area do circulo.

Figura 2 — Técnica de Antifona (a esquerda) e Bryson (a direita) com poligonos inscritos de 4, 8 e 16 lados

Fonte: Os autores

Scott (1960) nos conta que Antifona acreditava que aumentando continuamente o
numero de lados dos poligonos, poderia exaurir a area entre o poligono e o circulo, e que este
caminho poderia auxilia-lo a resolver o problema da quadratura. Bryson aperfeicoou a técnica

de Antifona “sanduichando” o circulo entre poligonos inscritos e circunscritos (Figura 2, a

7
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direita), na tentativa de provar que a area do poligono de » lados seria a média entre as areas
aproximadas dos poligonos inscrito e circunscrito. Porém, ndo ha evidéncias histéricas que
comprovem estes estudos. Além disso, a possibilidade de ambos serem combatidos seria
grande, uma vez que os gregos nao admitiam que magnitudes fossem infinitamente divisiveis,
e esta ¢ a base do raciocinio de ambos.

Arquimedes vem resolver a questdo que envolve a area do circulo duzentos anos mais
tarde, através do método da exaustdo. Este método foi muito utilizado até o aparecimento do
calculo diferencial, especialmente por Christiaan Huygens (1629-1695), em sua obra De circuli
magnitudine inventa®.

As ideias contidas no método de exaustdo de Arquimedes colocam em evidéncia Zenon
de Eleia (490-430 AEC) e uma série de paradoxos apresentados por ele, envolvendo a divisdo
infinita da reta, aliada a impossibilidade de movimentagao sobre esta reta.

Na tentativa de resolucdo do problema da quadratura do circulo na antiguidade cléssica,
os gregos abrem caminho para resultados importantes tanto para a geometria quanto para o que

hoje conhecemos por andlise matematica.

2. 0 PROBLEMA DA QUADRATURA DO CiRCULO

Ferreira (2010) comenta o problema da quadratura do circulo de maneira detalhada. Ele
mostra que a solugdo encontrada no Papiro de Rhind (na verdade de Ahmes) consiste em
considerar como medida do lado do quadrado, oito nonos da medida do didmetro do circulo de

raio 1, cuja area mede 7. Além disso, o autor chama ateng¢ao para o fato de a medida do lado do
2
quadrado ser aproximadamente (?) =3,1605, o que ¢ uma aproximag¢ao muito boa para n. O

problema 48 do Papiro de Rhind (Figura 3) compara a area do circulo com a area de um

quadrado circunscrito.

> Sobre a descoberta do comprimento do circulo. (Traducédo nossa)

HISTEMAT, SBHMat, v. 10, p. 1-21, 2024.



Figura 3 — O problema 48 do Papiro de Rhind

i g S

Fonte: https://webpages.ciencias.ulisboa.pt/~ommartins/seminario/rhind/P48 55.htm Acess0:04/10/2023

Inumeras outras tentativas de resolver o problema figuram na Historia da Geometria
Grega e alguns autores chegam a atribuir uma solug¢ao a Meton (¢.460 AEC). Porém, a resolugao

do problema, de modo mecanico®

e ndo por régua e compasso, ¢ apresentada por Nicomedes
(c.280- ¢.210 AEC) a partir da construcao da curva denominada Quadratriz de Hipias (443-400
AEC). O nome desta curva foi dado em funcdo do seu uso na resolu¢do do problema da
quadratura do circulo. A quadratriz € uma curva descrita a partir do movimento de uma particula
no plano, compondo um movimento retilineo uniforme com um movimento circular uniforme,
como descrevemos a seguir.

Considere um quadrado 4BCO, cujo lado mede a, em que O ¢ a origem do plano
cartesiano e os pontos 4 e C t€m coordenadas (0, a) € (a,0), respectivamente. A quadratriz € o
lugar geométrico dos pontos P(x,y) gerados pela intersec¢ao entre os segmentos OP’ ¢ A'B’, em

que A’ se desloca sobre o segmento 0A e P’ se desloca sobre o arco €A de centro O e raio a (ver

Figura 4). A partir dessa construcdo, a equagdo paramétrica da quadratriz y: [0, g] - R? é dada

por y(t) = (x(6),y(®)) = (2t - cotg(6),t), t> 0ey(0) = (2,0).

6 Uma curva é chamada de mecénica quando seus pontos sdo gerados por intersecéo de figuras geométricas em movimento.
9
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Figura 4 — A Quadratriz de Hipias com P marcado em trés tempos distintos

A B
Pl
A’ B’
P
\
\
t |
1
(0] C

Fonte: Os autores

Uma das caracteristicas principais da quadratriz ¢ a proporcionalidade direta do
segmento 0A’ com o angulo ¢ ou a proporcionalidade direta do segmento 44’ com o angulo
complementar ao angulo ¢. Além disso, ¢ importante observar que o limite de y(t), quando t
tende a zero, é (Zn—“,o), ou seja, a quadratriz mostra como construir um segmento de medida 2;“
A partir dai, a construgdo de um segmento de medida 1 é imediata a partir da construcdo da

quarta proporcional.
A equacdo da quadratriz pode ser escrita como 2 = tg (1 y), em que x = lim—5—,
* 2a r-0t9(557)
para y = 0. A Figura 5 mostra o grafico desta curva para 0 caso a = 1, evidenciando o

quadrado da Figura 4. Neste caso, a interse¢cdo com o eixo horizontal se da no ponto (i 0).

Figura 5 — Gréfico da Quadratriz

4

4

Fonte: Os autores

Arquimedes também da sua contribuicdo a resolucdo do problema usando aspectos

mecanicos e uma curva conhecida por espiral de Arquimedes. Esta curva ¢ o lugar geométrico
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dos pontos do plano que se movem a uma velocidade constante sobre uma reta que gira sobre
um ponto de origem fixo a uma velocidade angular constante. A equagao mais simplificada da
curva ¢ dada em coordenadas polares (r,0), a saber, r = a + b.e:l'c, emque x=1¢, a e b sao
nimeros reais.

Em Ferreira (2010) encontramos os calculos e aplicagcdes do uso da espiral de
Arquimedes nos problemas envolvendo areas de figuras planas e alusdes aos trabalhos de
Papus, Carpus, Liu Hsiao, Al-Haytham, Franco de Li¢ge, Nicholas de Cusa (1401-1464), Pedro
Nunes Salaciense (1502-1578) todos encontrando aproximac¢des muito boas para m. Porém,

Oronce Finé (1495-1555), cartografo, astronomo e matematico franc€s que conseguiu encontrar
. ~ . ~ , . . 22
a melhor aproximacgao para m. Ele usou aproximacao por nimeros racionais, obtendo m = -

Os calculos encontram-se no texto Quadratura Circuli, tandem inuenta et clarissime
demonstrata’, de 1544. O volume que contém tais calculos forma uma colecio de tratados muito
interessantes sobre a quadratura do circulo a partir do uso de régua e compasso e reconhecido
como uma obra de destaque da tipografia francesa do século XVI.

Figura 6 — Orontii

A A oA A
i e
MR~ C AR CCo-0 R,
-y b % o1
WM *tORONTII¥
FINAEI DELPHINATIS,
REGII MATHEMATI

CARVM LVTETIAE
PROFESSORIS,

< (/

\_),\
A9

. : 2NN
uadratura Circuli, tandem inuen: f\;\’\'\\
2e R LAY
ta & clariflimé demontraca. \,,,\.
De circuli menfura, & racione circiferentiz ad ( 3\
diametrum, Demonftraciones duz. )
De multangularii omnid & regularid figurard (

defcriptione, Liber hactenus defideratus.

De inuenienda longitudinis locoyum differétia,
aliter quam per Lunares eclipfes, ctiam dato
quouis tempore, Liber admodam fingularis.

Planifpharium geographicum,quo tum longi-
tudinis atg; latitudinis diffcréta, tum directe
locorum deprehenduntur elongationcs.

LVTETIAE PARISIORVM,
Apud Simonem Colmxum,
15 4 4
Cum priuilegio Regis.

virefit wulnere niytus.

Fonte: www.fromoldbooks.org Acesso: 08/02/2024

7 A quadratura do circulo, finalmente descoberta e detalhadamente demonstrada. (Tradugdo nossa)
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O problema da quadratura do circulo no sentido geométrico grego ocupou as mentes
matematicas por cerca de quatro mil anos até ser inteiramente resolvido, ou melhor dizendo,
até ter sido declarado impossivel dentro das exigéncias do uso restrito de uma régua nao

graduada e de um compasso.

3. O QUE A QUADRATURA DO CIiRCULO TEM A VER COM OS NUMEROS
TRANSCENDENTES?

No campo dos numeros reais, podemos classificar seus elementos como numeros
racionais (podem ser escritos na forma de uma razao entre dois nimeros inteiros com divisor
ndo nulo) ou nimeros irracionais (0s nimeros reais que nao sio racionais). Além disso, os
numeros irracionais podem ser classificados em algébricos ou transcendentes.

Se um numero real (ou complexo) satisfaz (¢ raiz de) alguma equagdo polinomial do
tipo a,x"™ + a,_1x™ 1+ -+ a;x + ao = 0 com coeficientes inteiros, dizemos que este nimero ¢
um numero algébrico. De forma mais geral, dizemos que um niimero x ¢ algébrico sobre um

corpo K[x] quando ele ¢ raiz de um polindmio com coeficientes neste corpo.

, . . a ~ , . .
Todos os niameros racionais da forma s.emqueae b sdao nimeros inteiros, com b # 0,

sdo algébricos porque eles sao raizes de equagdes polinomiais do tipo bx — a = 0.

Ha alguns nimeros irracionais que sdo algébricos, como /11, que ¢é raiz real da equagédo

3
. . 2 ’ ~ I ~
polinomial x> — 11 = 0, % que ¢ solugdo de 8x® —2 =0, ou vZ + V3 que ¢ uma solugdo da

equacdo x® — 6x* —6x® + 12x* —36x + 1 = 0. Notemos que as trés equacdes polinomiais tém
coeficientes inteiros. Porém, ha irracionais que ndo sdo algébricos, como ¢ o caso de m, o
numero de Euler, e, e infinitos nimeros reais y expressos pelas imagens de nimeros reais x
através de fungdes conhecidas por fungdes transcendentes, como y = f(x) = In(x) ouy = g(x) =
sen (x).

Vasconcelos (2013) demonstra a existéncia dos transcendentes a partir da defini¢ao de
altura (soma dos modulos de cada coeficiente acrescido do niimero de raizes complexas que o
polindmio possui) de um polindmio. Em seguida, mostra que ha um conjunto finito de
polindmios com uma dada altura e como consequéncia, o conjunto de todas as raizes de todos
os polinomios de todas as alturas formam um conjunto enumeravel de conjuntos finitos, o que
permite concluir que o conjunto dos numeros algébricos ¢ enumeravel. Além disso, apresenta

o conjunto dos numeros reais como sendo a unido dos nimeros reais algébricos com os
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transcendentes. Como o conjunto dos nimeros reais ndo ¢ enumeravel, conclui que o conjunto
dos numeros transcendentes ¢ infinito nao enumeravel, evocando o fato de que a uniao de um
numero finito de conjuntos enumeraveis ¢ enumeravel. Isto €, caso os transcendentes fossem
enumeraveis, teriamos uma contradicao.

Usando uma linguagem moderna da Matematica, a linguagem do calculo, Klein (1895)
define as curvas descritas por uma integral de uma fungdo algébrica como curvas integrais.

Assim, afirma que a curva y = arc sen (x), ¢ uma curva integral, uma vez que pode ser
x dt . .
expressa por y = fo 7= © que o trago desta curva no plano cartesiano permite representar

geometricamente m como sendo a distancia entre duas ordenadas de dois pontos particulares
(Figura 7). As ordenadas desses pontos sdo determinadas segundo condi¢des dadas pela teoria
das fungOes transcendentes, die transzendentaler Apparat. A saber, se tomarmos a curva
definida no intervalo [—1,1], 7w serd a medida da imagem da fungdo f(x) = arc sen(x) neste

intervalo.

Figura 7 - A curvay = arc sen (x)

Fonte: Os autores

Ja nimeros do tipo log r s@o, grosso modo, transcendentes desde que » seja um nimero

racional positivo e log r um niimero irracional. Este resultado é conhecido por Teorema de

Gelfond-Schneider.

O sétimo problema de Hilbert consistia em decidir se a” é algébrico ou transcendente, dado que
a e 8 sdo nimeros algébricos. (...) Em 1934, A. Gelfond e, independentemente, Th. Schneider,

provaram que a é transcendente. A transcendéncia de 2V2 &, claramente, um caso especifico
desse resultado geral (Niven, 1984, p. 114).

Quando um numero real nao ¢ algébrico ele ¢ chamado nimero franscendente e o que

o caracteriza ¢ a propriedade de nao ser raiz de uma equagao algébrica com coeficientes inteiros.
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A nomenclatura destes nimeros ¢ atribuida a Euler que assim os nomeia por entender que eles
transcendem o poder das operacdes algébricas usuais, como salientam Latefa, Silva e Lelis
(2016).

Notemos que a partir da definigao de nimeros transcendentes, os niimeros reais podem
ser vistos como uma unido disjunta de nimeros reais algébricos e transcendentes.

Entre 1670 e 1770, com o desenvolvimento do calculo, em particular com os estudos
das séries numéricas, muitos métodos numéricos surgiram a fim de determinar uma boa

aproximacao para 1, como a série atribuida a Leibniz

b4 1 1 1 1
=1— 24— 41—
3 5 7 9

- |

Neste mesmo periodo ¢ descoberta a dependéncia mutua entre os nimeros 7 ¢ e, este
ultimo encontrado pelo matematico e fisico escocé€s John Napier (1550-1617) ao estudar as
propriedades das operacdes envolvendo logaritmos.

Euler mostra que estes niimeros estdo interligados ao estudar as similaridades entre
propriedades das exponenciais reais € as exponenciais complexas do tipo E(x) = cos(x) +
i.sen(x) = e'*, sendo i a unidade imaginaria no corpo dos complexos. Por exemplo: E(x + y) =
E(x).E(y) e E(0) = 1, propriedades que caracterizam as exponenciais reais.

Tomando x = m, obtém-se e™ = —1. Esta relagdo ¢ célebre na Matematica por reunir na
mesma expressdo, e +1 =0, os dois nimeros reais transcendentes que mais aparecem em
calculos das mais diversas areas do conhecimento matematico, assim como o0s elementos
neutros da multiplicagdo e da adi¢ao. Além disso, a partir dela ¢ possivel justificar a
transcendéncia de e™: como e™ = —1, entdo (e™) ‘= (-1)"¢, que € transcendente pelo
Teorema de Gelfond-Schneider.

Klein (1895) afirma que as demonstragdes mais modernas sobre a transcendéncia de =
sdo baseadas nesta relagdo de Euler sobre numeros complexos, levando obviamente em
consideragdo a demonstracao da transcendéncia de e.

Em 1770, Johann Heinrich Lambert (1728-1777) publicou um pequeno tratado
intitulado Vorlaiifige Kenntnisse fiir die so die Quadratur des Cirkuls suchen® onde a
irracionalidade de m € apresentada, embora nao seja discutida. Vinte quatro anos mais tarde,
Legendre apresenta a prova de que os nlimeros 7 e 72 sdo niimeros irracionais em seu livro
Elements de Géométrie® (1794). As duas demonstragdes precisaram ser revisadas, pois

continham pequenos erros.

8 Conhecimento necessario para quem quer quadrar o circulo. (Tradugio nossa)
9 Elementos de Geometria. (Tradug&o nossa)
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Figura 8: Artigo de Hermite no Comptes Rendus de 1873

v Linégalité da second ordre qui dépend de deux foisle moyen mouve-
went de Jupiter, plus tron fois le moyen mouyement d'Uranus, moins sx
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w Enfin Jes termes dus & action de Neptune, »
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Fl ]

' 4
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comprises, la premicree 3, entre zéro ¢t g, laseconde z; entre a et 5, et
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grande w'étant pas ors nécessaire., Cela pose, si on ecrit pour un instant

Fo

Fonte: https://www.biodiversitylibrary.org/item/23679%#page/80/mode/lup Acesso: 30/10/2023

A demonstracdo de Legendre, por exemplo, continha algumas inconsisténcias ja
cometidas por outros matematicos, como comenta Raymond Claire Archibald nas notas que
completam a segunda parte do capitulo dois do texto de Klein, uma versao americana publicada
em 1955. Apos as revisdes das demonstracdes, realizadas pelo matematico polonés, Alfred
Pringsheim (1850-1941), a demonstragdo de Lambert foi vista como mais elegante. Klein
afirma que “apds o estudo cuidadoso de Pringsheim em 1898, a prova de Lambert surgiu
extraordinariamente perspicaz e essencialmente precisa, enquanto a demonstragdo de Legendre
pareceu estar muito aquém da demonstragao de Pringsheim” (1956, p. 89, traducao nossa).

Com o passar dos anos, foram surgindo muitos estudos relevantes e muitas
demonstracoes elegantes do ponto de vista matematico, sobre nimeros irracionais, porém o
enunciado de um teorema que justificasse a impossibilidade de resolver o problema da

quadratura do circulo como conhecemos hoje, ainda ndo havia sido apresentada.
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https://www.biodiversitylibrary.org/item/23679#page/80/mode/1up

Charles Hermite (1822-1901) abre as primeiras portas para a solu¢cdo do problema
provando a transcendéncia do niamero de Euler e no artigo Sur la fonction exponentielle'®, no

Compte Rendus de L’ Académie de Sciences de Paris de 1873 (Figura 8). Esta prova utiliza a
caracterizacdo de T como a menor solugdo positiva da equagdo trigonométrica cosg =0e
mostra, na verdade, que T2 é um numero irracional. Assim como numerosas provas da
irracionalidade de m anteriores a esta, Hermite apresenta mais uma demonstragao por absurdo,

definindo por recorréncia duas sequéncias de fungdes reais, A, tal que Ay(x) = senx e

Ap(x) = foxy -A,(y)dy e U, tal que U,(x) =senx ¢ Uy (x) = —iUn’(x). Hermite

x2TL+1

também oferece uma expressdao fechada para a fungdo A,, a saber, A4,(x) = e

1 . e -
fo (1 —2z*)"- cos(xz)dz, embora ndo tenha justificado em seu texto de forma explicita,

provavelmente pelo fato de ser facilmente comprovado. Ele discute as relagdes de recorréncia
para motivar e obter uma integral que lhe permita calcular de maneira mais conveniente a
transcendéncia de . A prova de Hermite ¢ muito semelhante a prova de Lambert uma vez que
A, (x) é o residuo da fragdo continua de Lambert do calculo da fungdo tangente.

Klein (1956) diz que a propriedade que caracteriza os numeros transcendentes foi
demonstrada por Joseph Liouville (1809-1882) em 1844 (Figura 9), e que esta demonstragao
pode ser encontrada no Comptes Rendus de L’ Académie de Sciences de Paris, volume X VIII.
Klein alerta também para o fato de ser uma demonstragdo nao muito evidente, por ser baseada

na teoria das fun¢des continuas e que o primeiro numero transcendente exibido por Liouville

foi —+—— 4 —=+ -+ ——+ - = 0,1100010000000000000000001000..., conhecido
10 104* 10°" 10™

como Constante de Liouville.

Os célculos de Liouville puderam ser simplificados a partir dos resultados de Georg
Cantor publicados em 1873, no Journal de Crélle, volume LXXVII, sob o titulo Ueber eine
Eigenschaft des Inbegriffes reeller algebreicher Zahlen'. O argumento de Cantor para
solucionar o problema baseia-se na prova da existéncia dos nimeros transcendentes, em
calculos com fragdes decimais e no fato de o conjunto dos numeros algébricos ser enumeravel,
isto €, existir uma bije¢do entre ele e o conjunto dos nlimeros naturais, 0 que nao ocorre com os

transcendentes.

10 Sobre a fungdo exponencial. (Tradugio nossa)
11 Sobre uma propriedade dos niimeros algébricos reais. (Tradugéo nossa)
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Uma demonstracdo da transcendéncia de m foi enfim apresentada por Ferdinand von
Lindemann (1852-1939), nove anos apds a demonstracdo de Charles Hermite sobre a

transcendéncia do numero de Euler.

Figura 9: Comptes Rendue, 1844

COMPTES RENDUS

DES SEANCES

DE L’ACADEMIE DES SCIENCES,

PURLIFS
CONFORMEMENT A UNE DECISION DE I’ACADEMIE
Eu date W 3 Auiller 1835,

PAR MM. LES SECRETAIRES PERPETUELS.

TOME DIX-HUITIEME,

JANVIER — JUIN 4844

B B —

\.8 3y/
\\ ‘s | "/
PARIS,
BACHELIER , IMPRIMEUR-LIBRAIRE

QUAI DES AUGUSTINS, N° 55

1844

Fonte: https://www.biodiversitylibrary.org/item/21168#page/9/mode/lup Acesso: 10/03/2024

A prova de Lindemann (Figura 10) ¢ muito semelhante a esta prova e foi publicada em
1882 no Mathematische Annalen, XX, sob o titulo Ueber die Zahl m 12. Pouco tempo depois,
no mesmo ano, a prova foi publicada nos anais da Academia de Ciéncias de Paris (Lindemann,
1882).

A questdo foi resolvida. O numero real m ¢ classificado como um irracional
transcendente, sendo assim, impossivel de construi-lo por meio de compasso e régua nao
graduada. Porém, de acordo com as notas de Klein (1895, p. 60), a compreensao plena das
demonstragdes de Hermite e Lindemann era acessivel a poucos, pois eram muito complicadas.

Alguns matematicos interessados na tematica debrugaram-se sobre as demonstragdes a

fim de simplifica-las. Uma dessas novas versdes ¢ de Karl Weierstrass (1815-1897) publicada

12 Sobre o ndmero . (Tradug&o nossa)
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nos anais da revista Berliner Berichte, de 1885. Paul Bachmann também apresenta uma versao
mais simplificada para a transcendéncia de mw em 1892, em seu livro Vorlesugen iiber die Natur

der Irrationalzahlen®3.

Figura 10: Carl Von Lindermann

Fonte: https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lindemann/ Acesso: 10/03/2024

Com o avanco da pratica de apresentacdes de demonstragdes elegantes por matematicos
mergulhados no rigor da Analise Matematica, David Hilbert publica em 1892, no Goéttingen
Nachrichtem e no Comptes Rendus, volume XLIII, sua versdo para a transcendéncia de m. De

acordo com (Klein, 1895), a prova de Hilbert tinha muitos tragos do trabalho de Hermite e
envolve a integral fooo(zp .e?)dz = p!. Adolf Hurwitz (1859-1919) e Paul Gordan (1837-

1912) melhoraram as conclusdes de Hilbert, tornando-as muito mais simplificadas.
Desde 1882 conhece-se a prova da transcendéncia de T, mas a transcendéncia de
niimeros como log 2 ou 22 (este conhecido como constante de Gelfond-Schneider) s6 foi

provada na primeira metade do século XX.

CONSIDERACOES FINAIS

Embora a teoria moderna que define e estuda alguns niimeros reais, como irracionais
transcendentes, seja complexa e as demonstragdes nao muito evidentes de serem
compreendidas, ¢ interessante que professores da educagdo basica a apresentem a seus alunos,

sobretudo os que cursam o Ensino Médio, adequando a linguagem e proporcionando atividades

13 Palestras sobre a natureza dos nimeros irracionais. (Tradug&o nossa)
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que gerem discussdes em sala de aula, a fim de promover o desenvolvimento da cultura
matematica entre os estudantes. Esta teoria permite a realizagdo de rodas de conversa com
alunos acerca da evolu¢do do pensamento matematico através dos tempos, do trabalho
colaborativo em matematica e do surgimento das conexdes entre diferentes areas da matematica
que um problema permite conter ao se estudar suas solugdes.

A ideia de que os numeros reais sdo resultados da unido da colecdo de niimeros
algébricos e de numeros transcendentes € pouco ou nada explorada por professores da educacao
basica, apesar de muito interessante e rica, sobretudo quando analisamos os conteudos
matematicos presentes nesta afirmacao.

Dicionarios de verbetes matematicos podem ser criados pelos alunos, assim como o
estudo de biografias, a constru¢do de mapas mentais ou a determinagdo de redes que mostrem
as ligacdes entre matematicos que trabalharam sobre o assunto. Além disso, a Historia da
Matematica pode ser um caminho para que temas ligados a filosofia do pensamento
matematico, mitologia grega, geometria grega, construtibilidade de nimeros reais, teoria dos
nimeros, teoria dos polindmios, teoria da extensao de corpos ou ldgica matematica, possam ser
apresentados aos alunos pelo professor, de forma a contribuir para a ampliacao de ferramentas
que permitirdo maior autonomia dos alunos, sobretudo em relagdo ao uso da oralidade e
argumentagdo logica. Um exemplo € explorar o fato de que os niimeros transcendentes sao
definidos por aquilo que eles ndo sdo, o que pode gerar muitas analogias na propria lingua
materna no que se refere a defini¢do de conceitos abstratos, como € o caso do “nada”. Além
disso, esta forma de definicdo pode encontrar muita discussao no campo da filosofia.

Acreditamos que trabalhar com linguagem, com discussdes de carater social,
iconografia, com geolocalizacdo e o acesso a mapas historicos (que sdo pouquissimos utilizados
em escolas brasileiras), ajuda muito os alunos a entenderem que a matematica ¢ um produto da
mente humana, também uma linguagem e ndo somente uma ferramenta de comunicagao entre
diferentes ramos das ciéncias, como a fisica ou a astronomia. Estas praticas em salas de aula,
baseadas no uso da Historia da Matematica, humaniza a matematica e traz os alunos para mais
perto da disciplina, que ainda desafia seus professores na busca de tornd-la mais atrativa para
seus alunos.

Permitir que os alunos descubram que um determinado problema de matematica pode
ter solucdes em diferentes areas do conhecimento, € ndo uma area especifica da Matematica, ¢
um desafio para os professores. Uma vez atingido este objetivo, compreendemos melhor que

existem as matematicas na Matematica.
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O posicionamento critico frente a Matematica e ao ‘fazer matematica’, mesmo
que em nivel elementar, talvez seja um dos maiores ganhos para os estudantes que participam
de encontros onde a Matematica esta no meio de outras areas do conhecimento. Em relagao ao
tema que apresentamos nesse artigo, compreender as hipoteses do problema proposto pelos
gregos € o seu contexto, saber interpretar a impossibilidade de resolucdo da questdo e
compreender que a solu¢ao do problema s6 aparece quando o terreno oferece condi¢des para

que ela seja apresentada logicamente e sem contradi¢cdes, ajuda alunos e professores a

entenderem que, embora exista a solugio para a equagio L? = m.R?, que é L = R+/m, a solucio
ndo existe segundo as hipodteses propostas pelos gregos. E por que ndo? Porque numeros

transcendentes ndo sdo construtiveis por régua nao graduada e compasso.
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