Revista de Historia da Educacao Matematica

. Submetido: 01/03/2021
ISSN: 2447-6447 Aprovado: 17/08/2021 QLR

APLICACION DEL CALCULO DE LAS PROBABILIDADES A UN PROBLEMA DE
GEOMETRIA PRACTICA. ESTUDIO PRAXEOLOGICO Y
SOCIOEPISTEMOLOGICO

APPLICATION DU CALCUL DES PROBABILITES A UN PROBLEME DE
GEOMETRIE PRATIQUE ETUDE PRAXEOLOGIQUE ET SOCIO-
EPISTEMOLOGIQUE

Alberto Camacho Rios?
ORCID iD https://orcid.org/0000-0002-0685-4723

RESUMEN

El documento muestra como el método de combinacién establecido por el gedbmetra aleman Tobias Mayer,
sobrevino en una practica aplicada en el campo de la ingenieria, de amplia utilidad en los levantamientos
geodésicos desarrollados por Gauss a principios del siglo X1X. El método de combinacién fue transformado por
este Ultimo en una nueva practica conocida como método de compensacién o de los minimos cuadrados. La ruta
seguida para probar esa transicion, es el analisis de una propuesta de Gauss para la determinacion de las
coordenadas desconocidas de un punto sobre el terreno, midiendo los angulos horizontales desde este tltimo, de
una buena cantidad de puntos de coordenadas rectangulares (x,y) conocidas. Los resultados del levantamiento,
permitieron a Gauss hacer uso, por primera vez, de matrices triangulares habituales en la ensefianza del Algebra
Lineal actual. Por las condiciones del andlisis el articulo se asume al modelo extendido de la Teoria Antropoldgica
de lo DidActico, vinculada con elementos de la Socioepistemologia.

Palabras clave: método de combinacidn, geodesia, triangulacion, praxeologia, practica social.

RESUME

Le document montre comment la méthode de combinaison établie par le géomeétre allemand Tobias Mayer a
abouti a une pratique appliquée dans le domaine de l'ingénierie, largement utile dans les levés géodésiques
développés par Gauss au début du 19éme siécle. La méthode de combinaison a été transformée par cette derniére
en une nouvelle pratique connue sous le nom de méthode de compensation ou des moindres carrés. L'itinéraire
suivi pour tester cette transition est I'analyse d'une proposition gaussienne pour déterminer les coordonnées
inconnues depuis un point sur le terrain, en mesurant les angles horizontaux de ce dernier, d'un bon nombre de
points de coordonnées rectangulaires (x, y) connus. Les résultats de la levée ont permis a Gauss d'utiliser, pour la
premiere fois, les matrices triangulaires habituelles dans I'enseignement de I'algébre linéaire actuel. En raison des
conditions de I'analyse, l'article suppose le modéle étendu de la théorie anthropologique de la didactique, lié a des
éléments de socioépistémologie.

Mots clés: méthode de combinaison, géodésie, triangulation, praxéologie, pratique sociale.
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1. INTRODUCCION

Las préacticas sociales son parte medular de la investigacion actual que atraviesa los
marcos tedricos conocidos como Socioepistemologia (SE) y Teoria Antropolégica de lo
Didactico (TAD). Es complejo registrar una actividad de esa naturaleza debido a que su origen
se remonta a cientos o miles de afios. Al reconocer una practica social mediante un andlisis que
involucre las condiciones social, histérica y cultural que la originaron, se aprecia luego el
contenido matematico que la determina, el cual, en su perfeccionamiento, dio origen a otros
conocimientos que fueron llevados al salén de clase, aunque esto Gltimo sea dificil de aceptar,
o sencillamente se perdieron en el devenir del tiempo. En el articulo mostramos una practica
social engendrada al iniciar el siglo X1X, la cual evolucioné y se difundié hasta convertirse en
un metodo fructifero para la resolucion de ecuaciones numéricas de contenido variacional,
sedimentandose como una técnica de diagonalizacion valiosa en la Probabilidad, el Algebra
Lineal y la Estadistica, asi como en otros resultados de las ciencias de la ingenieria, incluyendo
su reformulacion a través de conceptos del Célculo Diferencial. Nuestro objetivo se centra en
un intento por develar y modelizar una realidad cientifica encapsulada por alrededor de

doscientos afios.

1.1 Levantamiento geodésico de Hannover

El asunto a tratar refiere un problema real que enfrenté Gauss (1777-1855) durante las
operaciones geodésicas realizadas para determinar las coordenadas del vértice trigonométrico
Ilamado Holkensbastion en Copenhague. El reporte de los resultados se encuentra en el extracto
de una carta que envié al astrénomo y geodesta H. Schumacher? durante el afio 1823, con el
titulo: Anwendung der Wasrscheinlichkeitsrechnung auf einer Aufgabe der praktischen
Geometrie, es decir: Aplicacion del calculo de las probabilidades a un problema de geometria
préactica,® colocado en el documento Werke. Koniglichen Gesellschaft der Wissenschaften zu
Gottingen* (Gauss, 1863, Werke. IX, pp. 231-237), con un enunciado que le antecede:
Trigonometrische Punktbestimmung, o sea: Disposicion trigonométrica de puntos, que
aparecio por vez primera en los Astronomische Nachrichten publicacion de la cual Schumacher

era editor.

2 En esa época Shumacher fungia como director del Observatorio Astrondémico de Kiel, ciudad alemana.
3 La geometria practica era conocida en la época de Gauss como la topografia o bien la geodesia actual.
4 Trabajos. Sociedad Real de Ciencias de Gotinga.
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Gauss desarroll6 una vasta labor de trabajo de campo durante el levantamiento de una
triangulacion geodésica en la region de Hannover entre los afios 1820 a 1825.° Hubo de sortear
problemas que durante el establecimiento de las redes de triangulos fueron surgiendo,
principalmente aquellos en los que habia que aventurar cuadrilateros combinados con los
propios triangulos, concretamente los usados para ampliar o extender mas alla de la base
principal las longitudes de los lados de los demas triangulos.® Uno de los problemas
importantes que enfrentd, y es el que interesa mostrar en el escrito, fue la determinacion de las
coordenadas desconocidas de un vértice del terreno midiendo desde este ltimo (con teodolito)
los angulos horizontales entre las rectas formadas desde ese punto y los diferentes veértices de
coordenadas rectangulares conocidas.

Los célculos y mapas que resultaron de la triangulacion fueron documentados en varios
reportes situados en los ya citados Werke, entre 1863 y 1903, por la Universidad de Gotinga,
y refieren, ademas, una amplia actividad epistolar de Gauss con gedmetras y astronomos como
Shumacher, Bessel, Gerling, Olbers, Kriger, y otros, interesados tanto en las técnicas, métodos,
instrumentos de observacion y conocimientos matematicos, involucrados por el primero en los
levantamientos geodésicos.

Hay que destacar que los vértices de apoyo que sirvieron para la determinacion de las
coordenadas de la estacion Holkensbastion, en este caso los denominados: Pietri, Frueunthurm,
Friedrichsberg, Erldsersthurm y Friedrichsthurm, que se comentan en el documento citado,
formaron parte de una red de triangulacion que unia el condado de Holstein en Alemania con
el observatorio de Copenhague en Dinamarca.

El extenso trabajo de la triangulacion geodésica seria combinado por Gauss con sus
investigaciones tedricas, sobre todo aquellas relacionadas con la matemaética y la probabilidad.
Uno de los resultados de dichas investigaciones fue su exposicion del Método de los Minimos
Cuadrados en la solucion de los problemas relativos a la triangulacidn, del cual se desprenden

sistemas de ecuaciones lineales, de naturaleza variacional, en las que los coeficientes de las

5 Gauss fue llamado en 1818 para realizar el levantamiento geodésico del estado de Hannover, con la intencidn de unir dicho
levantamiento con la red de triangulacion danesa ya existente. El levantamiento fue resultado de amplias discusiones en ese
respecto, que Gauss tuvo desde 1812, con Shumacher. Desarrollé el levantamiento en condiciones precarias: limitado por la
transportacion del equipo, pésimas condiciones de vida, malos climas, poca cooperacion de los oficiales comisionados,
accidentes, limitada salud e inadecuada asistencia y soporte de financiamiento. Despleg6 los trabajos de campo por si mismo
durante ocho afios con un minimo de ayuda. Gauss se inicié como profesor y director del Observatorio Astrondmico de la
Universidad de Gotinga desde 1807, donde fungi6 como tal hasta el afio de muerte en 1855.
http://www.encyclopedia.com/topic/Carl_Friedrich_Gauss.aspx.

6 El fundamento general de lo que hay que entender por un levantamiento topografico o geodésico de una triangulacion, es el
siguiente: Si se tienen varios puntos de un plano unidos entre si por rectas formando una red de triangulos, de los cuales cada
uno esté unido al siguiente por un lado comun, se puede hallar la forma de toda la red conociendo o midiendo sus angulos, y
basta conocer o medir con precision un solo lado, que se llama base, para poder determinar o deducir las dimensiones de la
red.
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incgnitas aparecen dos veces simétricamente respecto a la diagonal principal. Resultado que

devendria inevitablemente a la matematica escolar.

1.2 Nota IV

Para la traduccién al espafiol de la carta enviada por Gauss a Shumacher hemos
confiado en la traslacion al francés que hizo J. Bertrand,” de otro libro de Gauss titulado:
Méthode des Moindres Carres, Mémoires sur la Combinaison des Observations, en el cual fue
colocada esta dltima e insertada con el titulo de Nota IV (Gauss, 1855). Cotejamos el
documento original con la traduccion al francés sin encontrar diferencias significativas.
También se han resuelto las cuestiones de definicion de formulas y calculos numéricos
desarrollados por Gauss en el reporte, que incorporan conocimientos de geodesia, topografia,
calculo diferencial, solucion de ecuaciones lineales, trigonometria, geometria elemental, los
métodos de combinacién y minimos cuadrados, técnicas de medicion angular y lineal sobre el
terreno y su disefio en planta, instrumentos de observacion y medicion, etc., encontrando al
menos un error personal de Gauss en el calculo de un angulo entre dos rectas, que redunda en
la compensacion final de las coordenadas de Holkensbastion y que se comenta en el lugar
indicado.

Para entender el pensamiento original de Gauss ante el método de los minimos
cuadrados, y posteriormente al estudio de la Nota 1V, se analiz la obra de Doerfling (1939)
titulada Mathematik fuer Ingenieure und Techniker, en la que se describen la notacion primitiva
y el método, todavia expedito, fijado por Gauss. En este proposito hemos respetado la notacion
original, salvo en la forma de exponer la notacion numérica, por ejemplo 56.25 en lugar de usar
coma 56,25.

Salvo la traduccion de Bertrand, pocos estudios refieren el trabajo de Gauss para el
vértice-estacion de Holkensbastion. Asi, en la pagina Web citada® se encuentra una traduccion
al inglés de la Nota IV realizada por H. Trotter de la Princeton University en 1957.° Otro
estudio histdrico fue desarrollado en 2006 por M. Ruiz de la Universidad de Granada. Este
ultimo menciona la medicion de la estacion del Holkensbastion y denomina el proceso como

una interseccion inversa, tal como se le conocia originalmente. Lo mismo ocurre en el

" Impreso en 1855 para Mallet-Bachelier.
8 http://www.york.ac.uk/depts/maths/histstat/gausspractgeom.pdf
9 Traducido del documento en francés de Bertrand.
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documento biografico que se cita.'° Si bien son pocos lo que se han interesado por analizar el
problema, este Gltimo aparece en otro contexto contenido en diversos manuales de topografia
y geodesia, escritos en diferentes idiomas y publicados a lo largo de los siglos XIX y XX,
reconociéndose como: Problema de los tres Puntos, Problema de Pothenot, Método de
Triseccion, Vértice de Pirdmide, Interseccion Inversa, etc. Entre los més sobresalientes se
pueden mencionar el texto en lengua germana de Jordan, Reinhertz y Eggert (1981), en E. U
el de Breed and Hosmer (1908), asi como en México el de Toscano (1955), de entre otros. En
estas propuestas el método de los minimos cuadrados es dejado de lado y el problema se
resuelve observando los angulos horizontales, desde el vértice en cuestion, de solamente tres

puntos de coordenadas conocidas.

1.3 Coordenadas aproximadas del Holkensbastion

Gauss planted la solucién del problema en dos partes fijando en la segunda las
coordenadas del vértice Holkensbastion como: x = +2836.44,y = +444.33 (Gauss, 1855).
Estas Gltimas fueron determinadas por el método de solucion del Problema de los tres Puntos,
que habia sido definido en 1624 por el holandés W. Snellius y revisado por el inglés J. Collins
en 1671, asi como por el francés L. Pothenot en 1692. EI mismo problema seria analizado por
Bessel en 1813 y por Gauss en 1823, consignando sus resultados en los Werke X, como se ha
mencionado.

Debido a la limitacién de usar solamente tres vértices en las mediciones, se puede
estimar que las coordenadas de la estacién de Holkensbastion son aproximadas con un error
de principio que hizo necesario que Gauss observara los angulos acimutales de una buena
cantidad de vértices de la triangulacién, al menos cinco, para mejorar la precision de las
coordenadas citadas: “(...) mas si el nimero de puntos considerados es mas grande, los errores
seran mejor compensados, tomando la media de esas expresiones” (Gauss, 1855, p. 155).

Por las caracteristicas interdisciplinarias de los célculos y operaciones asociadas al
levantamiento geodésico, de estos dltimos destacan una buena cantidad de cuestiones
epistemoldgicas que hay que interpretar y explicar para mejor entender la posicion de Gauss

ante el problema.

10 http://www.encyclopedia.com/topic/Carl_Friedrich Gauss.aspx

HISTEMAT, SBHMat, v. 7, p. 1-22, 2021.


http://www.encyclopedia.com/topic/Carl_Friedrich_Gauss.aspx

2. SOCIOEPISTEMOLOGIA Y PRAXEOLOGIAS

La Teoria Antropoldgica de lo Didéctico admite los efectos transpositivos como
interacciones entre conocimientos de la matematica (Chevallard, 2007) fincados en
praxeologias de la forma [T, 1, 6, ®]. La estructura es compuesta por una tecnologia 8, que
simboliza objetos de la matematica como los teoremas y definiciones. De las tecnologias 6 se
desprenden técnicas t con las que es posible resolver ciertas actividades o tareas T. En su
conjunto, las praxeologias son organizadas por una teoria ® centrada en el contexto de la
matematica formal. Castela (2009) ha extendido el modelo de Chevallard a través de incorporar
a la TAD una tecnologia practica 67, figura 1, mirando el fendmeno de transposicion como
una transformacion y adaptacion del conocimiento matematico para su uso en otras

profesiones. Renombro la tecnologia 6 expresandola como 8" = tecnologia teorica.
Figura 1 — Unidad basica del modelo extendido de la TAD, que incluye
una tecnologia practica 6°.

T 1t 0" o]<In
6P Iy

Fuente: Castela y Romo-Vazquez (2011)

I -

Segun esta Gltima, una praxeologia es una Institucion: “organizacion social estable; en
ésta existen sujetos que realizan ciertas actividades sociales, bajo ciertas restricciones
institucionales, aprovechando ciertos recursos disponibles en dicha institucion” (Castela, 2009,
p. 1196). Los siguientes objetos corresponden a Instituciones: el método de los minimos
cuadrados desarrollado por Gauss, la practica de la combinacion de Mayer, la estocéstica y
probabilidad, el texto de Algebra Lineal de Grossman, etc.

En el esquema que se presenta en la figura 1, | es la Institucion en la que se plantearon
los problemas que dieron origen a la praxeologia. A la derecha, las flechas simbolizan préacticas
sociales de validacion, legitimacion e institucionalizacion. Se desarrollan en dos tipos de
instituciones, segun:

las Instituciones tedricas I que respecto a T estan en una posicién de espectador, su funcion

social es la produccidn de saberes; las Instituciones que les utilizan, 1, en las que algunos de los
sujetos tienen que cumplir tareas del tipo T (Castela, 2009, p. 1203).

Una tecnologia practica 67 se distingue de una tecnologia tedrica 6" debido a que la
segunda se finca desde el marco tedrico de la matematica formal, mientras que la primera es
resultado de observaciones experimentales que se realizan en ciencias ajenas a la matematica.
Por ejemplo, la ley empirica que determina el gasto Q en la hidraulica, la ecuacion diferencial

que modela la difusién de calor, entre otras que surgen de la fisica-matematica. Luego, una

HISTEMAT, SBHMat, v. 7, p. 1-22, 2021.



Institucién es constituida por practicas sociales, pues acoge, permite y regula, este tipo de
actividades de las cuales se sostiene. Segun (Bordieu, 2009), en su busqueda, “las practicas no
se pueden explicar sino a condicién de vincular las condiciones sociales en las que se
constituyeron los principios que la engendraron”. El descubrimiento de la practica y los
principios que la originaron hacen que su produccion sea visible, predecible y verificable.

Las préacticas sociales forman parte del estudio de la Socioepistemologia, la cual se
dedica al andlisis de la construccion social del conocimiento. EI método socioepistemoldgico
es de naturaleza sistémica y trata los fenémenos de produccién y difusion de saberes desde una
perspectiva maltiple, situando el conocimiento en tres componentes de investigacion, a saber,
social, historica y cultural (Cantoral, Montiel y Reyes-Gasperini, 2015). Con este enfoque se
asume la legitimidad de todo tipo de conocimiento. Se parte del supuesto de “una filiacion entre
la naturaleza del conocimiento que los seres humanos producen con las actividades mediante
las cuales, y en razén de las cuales, dichos conocimientos son producidos” (op, cit., p. 9).

Para fijar la postura de Gauss ante el método utilizado para compensar los errores de
las observaciones acimutales-angulares del vertice Holkensbastion, hay que admitir el mismo
método como una préactica social fincada y desarrollada inicialmente por el astrénomo vy
gedmetra aleman Tobias Mayer, cerca de 1750, que en la posicién de Gauss alcanz6 una
evolucién y transformacion en la busqueda de precision y rigor sistematico en las
observaciones y calculos involucrados. En si misma la practica se encuadra en un proceso de
geometrizacion rigurosa del espacio fisico, es decir: determinar las coordenadas de un vértice
del terreno conociendo las de otros debidamente establecidos. Denominaremos la practica
social utilizada y perfeccionada por Gauss como “practica de la compensacion”.

La actividad de geometrizacion conforma un ciclo que parte de la préctica social de
Mayer y finaliza en forma de praxeologia matematica, a través de la racionalizacion y

modificacion realizada por Gauss, que sirve de vehiculo para llevarla al salén de clase.

3. OTRAS TECNOLOGIAS

3.1 Instrumentos y métodos de observacion

Segun afirma Gauss, la medicion de los angulos horizontales en la estacion de

Holkensbastion se efectué con un teodolito “sin repeticion” restando asi importancia a la

HISTEMAT, SBHMat, v. 7, p. 1-22, 2021.



repeticion angular, debido a su intencién de aplicar la practica de la compensacion en la
resolucion del problema. Por su lado, la medicion de los &ngulos horizontales de los vértices
de apoyo de la triangulacion fue llevada a cabo con un teodolito repetidor de aproximacion
angular de 10" sujeto a la tecnologia de la época.

El método de repeticion consiste en acumular la medida de un angulo horizontal entre
cada vértice que corta dos lineas, de manera que, en la nueva medicién, en lugar de iniciar en
ceros la posicién del vernier del circulo horizontal del teodolito, comience con el angulo en su
primera acumulacion. Por ejemplo, un angulo que se ha medido en seis repeticiones es
inicialmente de 1%) 40°20°10", en la siguiente repeticion el angulo se duplica o acumula, més
la duplicacion no es la misma en los segundos, es decir: 22) 80°40°30 ", con una diferencia de
10" por exceso, debido a los pequefios errores angulares'! propios del instrumento y del
observador. Las siguientes mediciones acumuladas fueron: 3%) 121°00°00"; 4% 161°2020 ;
53) 201°4030° y 6% 242°0050.12 Al dividir entre las seis repeticiones la dltima
acumulacion, arroja un promedio del angulo aproximado a centésimos de segundo como:
40°20'08.33". La aproximacion centesimal, en los segundos, es en el sentido de los pequefios
errores instrumentales y de observacion en juego, lo cual implica que el cierre angular
correspondiente tenga un error en el orden de la medicién.'* ElI método de repeticion fue
impulsado en Gotinga por T. Mayer en la busqueda de minimizar los errores de medicion

angular.

3.2 Herramientas de célculo

Los largos calculos necesarios para reducir las operaciones geodésicas y asi obtener
mejores resultados, se facilitaron gracias al uso de las tablas logaritmicas, las primeras
maquinas calculadoras y, sobre todo, la practica de la compensacién que Gauss uso por primera

vez en el célculo de las orbitas de algunos planetas, como fue el caso de Ceres,* alrededor de

1 Cuando se practican mediciones de cualquier indole se comprueba por experiencia que las mediciones estan sujetas a errores.
Existen dos maneras de verificar la exactitud de las mediciones: una es repetir la medicién de nuevo y comparar la diferencia
respecto al primer resultado; o bien medir varias magnitudes que deban guardar entre si cierta relacion, observando hasta que
punto queda ésta satisfecha. Por ejemplo, en el caso de la medicién de los angulos internos de los poligonos cerrados, la suma

de estos es sujeta a la formula (n - 2)1800 , donde n indica el nimero de lados del poligono.

12| a cantidad de repeticiones, en este caso seis, tiene que ver con la aproximacion sexagesimal de los valores angulares; mas
ello no es determinante, puesto que el nimero de repeticiones puede ser variable.

13 En la época de Gauss, un teodolito sin repeticion constaba solamente de un disco para la medicion de angulos horizontales
que no permitia acumular o repetir los angulos.

14 Planeta enano, se encuentra en el cinturdn de asteroides entre Marte y Japiter.
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1801. Desde 1630 los logaritmos se habian instituido como parte del equipo de los astronomos
calculadores (Bell, 1985). Las tablas de logaritmos se pudieran mirar con un alcance semejante
a las calculadoras cientificas de bolsillo. Para la época de Gauss, y a casi 200 afios de su
invencién por parte de Neper, y de la publicacion de las primeras tablas logaritmicas de Briggs,
con logaritmos era posible realizar operaciones como la multiplicacién entre cantidades,
division, elevacién a potencias, raices cuadradas, determinacion de logaritmos de &ngulos
definidos por razones trigonomeétricas, etc., convirtiéndolas en procedimientos elementales de
suma Yy resta de logaritmos, sin necesidad de desarrollar dichas operaciones a mano. Esta
actividad hizo que los gedmetras se convirtieran en notables calculistas para dar veracidad a
sus experimentaciones. Gauss disefi6 sus propias tablas de logaritmos de base diez y de cinco
cifras decimales, con los cuales realiz6 los calculos de los levantamientos ya mencionados
(Shubring, 2008).

3.3 Método de combinacion de Tobias Mayer

Camacho y Sanchez (2011) mencionan que Mayer establecié el método de combinacién
entre 1746 y 1751, con el cual era posible que por medio de simples operaciones algebraicas
se lograran determinar los errores que resultaban de las observaciones astronémicas y
levantamientos topograficos, los cuales eran condensados en ecuaciones de condicion y que en
un principio fueron desarrollados por el mismo Mayer. El procedimiento es consignado de la

siguiente manera:

El método partia del principio de hacer un buen nimero de repeticiones de las observaciones,
de manera que con ello fuera posible pesar los errores cometidos con los instrumentos de
observacion, determinando en cada etapa una ecuacidn de condicion para cada uno de éstos. El
objetivo era determinar y compensar los errores instrumentales en las variables del sistema de
ecuaciones de condicion resultante, para diluirlos en éstas, mas que tratar de eliminarlos (...)
(...) El planteamiento para resolver el primero de estos, consistia en cambiar los signos de las
ecuaciones, de manera que resultaran positivos todos los términos que contienen a x, y hacer
enseguida una suma de todas ellas. La misma operacion de sumar se debia repetir respecto de
cada una de las otras incognitas, obteniéndose de esa manera tantas ecuaciones finales como
incégnitas hubiera. El sistema de valores que resultaba de combinar y sumar todas las
ecuaciones era considerado como el més independiente del efecto de los pequefios errores
instrumentales. (Camacho y Sanchez, 2011, pp. 35-36).

Para entender la “préactica de la combinacion” se muestra enseguida un ejemplo
sencillo, que guia para comprender mas adelante la aplicacion que hizo Gauss de este ultimo
en la Nota IV. Supongamos una recta y = ax + b dibujada en un sistema de coordenadas

rectangulares, de modo que se desean determinar las constantes a y b. Para ello se han medido
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con una regla graduada, de aproximacion de un centimetro, una serie de valores de x e y, en un
intervalo que va de x =2 a x = 3, para obtener un nimero suficiente de ecuaciones de

condicién. Los resultados se muestran en la Tabla 1.

Tabla 1 — Serie de valores de x, y

X Y | X Y

-2 3.45 1 -0.90
-1 1.95 2 -2.35
0 0.55 3 -3.75

Fuente: Elaboracién del autor

Al sustituirlos en la expresion y = ax + b, obtendremos el siguiente sistema de

ecuaciones de condicion:

(—2a +b =345

—a+ b =1.95
b = 0.55
a+b=-0.90
2a+ b =-2.35
3a—b =-3.75

Como estas ultimas son siempre positivas en la constante b, obtendremos suméndolas la
siguiente ecuacion: 3a + 6b = —1.05. Cambiando enseguida los signos de las dos primeras

ecuaciones, de manera que los coeficientes de a resulten todos positivos, y sumando, se tendré:
9a + 2b = —-11.85
Del sistema que forman las dos Ultimas ecuaciones se obtiene el promedio:
a =—1.4357,b = 0.54375

La ecuacion de la recta viene a ser: y = —1.4357x + 0.54375. Si enseguida se pasan
los terminos de la derecha de las ecuaciones de condicion a la izquierda y se sustituyen en cada
caso los valores obtenidos de a y b, resultaran pequefias diferencias llamadas residuos, en lugar
de obtener rigurosamente cero, como debiera observarse si no hubiera error en las medidas.
Para el ejemplo los residuos son:

—0.0187 0.0063 0.0312
0.0188 —0.0062 —0.0313

Estos ultimos deben considerarse como los valores numéricos de los errores de

observacion, cuya magnitud indica que las mediciones se hicieron con una precision suficiente,
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sujeta a las circunstancias del problema. De aqui que la suma de los cuadrados de los residuos
se obtiene de la siguiente manera:
v? = (—0.0187)% + (0.0063)? + (0.0312)% + (0.0188)2 + (—0.0062)? + (—0.0313)?
O sea: v = 0.0520.
Se puede resumir la practica de combinacion de Mayer en la siguiente técnica:
a) El establecimiento de una buena cantidad de ecuaciones de condicién,
b) En combinar estas Gltimas partiendo del principio de dejarles el mismo
signo a los coeficientes, para cada incognita, y

c) Ensumarlas n veces de manera que reste un sistema de ecuaciones cuyo

tamafo sea igual al nimero de incdgnitas.

4. NOTA IV: APLICACION DEL CALCULO DE LAS PROBABILIDADES A UN
PROBLEMA DE GEOMETRIA PRACTICA

Gauss envio a Schumacher los resultados de los calculos realizados para determinar las
coordenadas de la estacion de Holkensbastion, cuyo objetivo, segin el segundo, y como ya
mencionamos, era: “Determinar la posicion de un punto después de haber observado los
angulos horizontales de ese punto entre otros exactamente conocidos. Esta cuestion, muy
elemental, no puede desconcertar a aquellos que conocen bien el método de los minimos
cuadrados” (Gauss, 1855, p.153).

4.1 Solucion del problema del vértice de Holkensbastion

La solucién fue presentada por Gauss de la siguiente manera:

(...)siendo x e y las coordenadas aproximadas del punto desconocido y dy y dx las correcciones
aun desconocidas que hace falta atribuirles. Determinaremos dos cantidades ¢ y r por las
féormulas:

b-y a-—-x b-y

tan =—, Tr= =
8¢ a—x’ cos@ seng

¢ €stomado en un cuadrante tal, de manera que el valor de r sea positivo.
Cologuemos luego o = 22265 =) p —%;(a_x) (Ibid, pp. 153-154).

r2

a-x __ b-y

12

. b— . .
Las expresiones, tangp = ,T = determinan relaciones que llevan a

a-x cosg  seng’
calcular el valor del &ngulo acimutal ¢ y la distancia r que se colocan entre el punto de

coordenadas aproximadas x = +2836.44,y = +444.33 y los demas Vvértices de coordenadas
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trigonométricas®® que se obtuvieron de la triangulacién. El angulo ¢ representa el acimut
aproximado que se forma entre cada recta cuyo vértice de partida son las coordenadas de

Holkensbastion y cualquiera otro de los observados en el levantamiento. En tanto los valores:

206265 (a—x)

_206265”(b—y) _
a=—pf F= 72 :
: - a a . . . .
son sugeridos como los coeficientes a = %, = %, asociados a las cantidades diferenciales

que determinan el minimo error d¢ para el valor del acimut ¢, en la forma del primer
. : . . ] ]
diferencial total en dos variables, es decir: dg = %dx + % dy.

Puesto que dicho valor angular es solamente aproximado, no sujeto a medicion en el
terreno, Gauss estimo que los acimutes debian corregirse sumando ese error al acimut calculado
como: ¢ + adx + Bdy. Donde a y 8 se contemplan en segundos sexagesimales, puesto que la

cantidad 206265~ deviene a radianes convertidos a segundos, 0 sea: 206265 =

180° . . . .
—— X 60 x 60. De aqui que la parte centesimal de los segundos sexagesimales de cada acimut

debiera asi corregirse. De manera semejante se debe hacer con los demas acimutes:
¢ +adx+ pdy, ¢ +a’dx + 7dy, etc.
En este caso los diferenciales dy y dx corresponden a errores numéricos en el sistema de

ecuaciones de condicion y como tales se deben calcular.

Figura 2 — Parrafo que muestra parte del calculo desarrollado por Gauss para
la solucién del problema.

Damn ist das Azinth des ersten Punkts, vom zweiten aus geschen  die
Richtung der Abscissenlinic als o betrchtet,

= ¢ -ade - Jdg.

wo die beiden letzten Theile in Seennden ansgedriickt sind,

Fuente: Gauss (1863, Werke, 1X, p. 231)

La expresion: ¢ + adx + Bdy, representa la probabilidad de que los errores lineales
dx y dy sean comprendidos entre los limites x + dx, y + dy. En esta ultima, “¢(x) es una
funcion discontinua dificil de conocer en la practica” (Gauss, 1855, p. 4), mas es aquella que
gobierna el proceso de célculo y al problema planteado. Con ello se busca optimizar los valores
dx y dy que hagan minimos los residuos en las ecuaciones de condicién, como por ejemplo en

la expresion que se vera mas adelante: 73°34'3".10 — 6.15dx + 81.7dy = 0.

15 |_as coordenadas determinadas a partir del levantamiento geodésico o topogréafico, via la triangulacion, fueron denominadas
como coordenadas trigonométricas. En lo que sigue son llamadas de esa manera.
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Gauss se exigia una solucion de orden variacional en la forma: ¢ (dx, dy) = 0, la cual

le llevé a usar un procedimiento numérico como el que se vera enseguida.
4.2 Acimutes calculados y acimutes medidos

La técnica usada por Gauss para medir con el teodolito los angulos de los acimutes del

Holkensbastion, fue la siguiente:

Supongamos que, para las medidas angulares tomadas desde el punto donde la posicién es
desconocida, hicimos uso de un teodolito sin repeticién; de modo que se dirige sucesivamente

la visual hacia los puntos conocidos, sin cambiar de lugar el instrumento. Si h,h’;h" , son los

acimutes observados, tendriamos, suponiendo las observaciones rigurosamente exactas, y
dx, dy suficientemente conocidas,

¢—h+adx+pdy=¢ —h" +a'dx+p'dy

(1){ — 0 =k +adx + By (Ibid, p. 154)

Se cuenta, luego, con acimutes ¢ calculados determinados a través de la diferencia de
o b— . . .
coordenadas entre los vértices como tange = :ﬁ y los mismos acimutes medidos u

observados en el terreno con el teodolito. La resta de acimutes, ¢ — h, establece la
aproximacién entre ambos modelos que geometrizan el problema. La diferencia es compensada
al sumarle la correccion adx + fdy, y se esperaria que con esa operacion los residuos
(¢ — h) — (adx + pdy) fueran minimos.
Gauss generalizd esta Gltima expresion, que como se dijo es el residuo o error que

resulta de la compensacion, pensando en hacerlo nulo. Lo estimé como:

o —p—i+(@—-a)dx+ (B —B)dy =0

¢ =@ —i+(a"—a)dx+ (B —p)dy =0,

donde i es el angulo horizontal entre cada dos rectas, medido directamente en el terreno; en
tanto ¢” — ¢, es el mismo &ngulo, calculado a partir de las coordenadas imprecisas del punto
en cuestion. De aqui se esperaria que, por el método de los minimos cuadrados:

¢ —p—it+(@—a)dx+ (B —p)dy=0
Ello para el primero de los angulos horizontales:

Apliquemos las indicaciones que preceden a las observaciones que realizamos en comu(n sobre
el Holkensbastion, en Copenhague. Debo prevenir que los resultados en estas no son mas que
de una exactitud rigurosa. Los puntos observados eran muy proximos a la estacion, una
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inexactitud de una décima de pie'® sobre su posicion puede ejercer una influencia mucho mas
grande que los errores temidos habitualmente sobre los &ngulos medidos (Gauss, 1855, p. 156).

Tabla 2 — La tabla muestra los angulos horizontales medidos desde la
estacion de Holkenbastion a cada dos vértices consecutivos.

Estacién Holkensbastion Angulo Horizontal
Friedrichsberg-Pietri 73°3522".8
Pietri- Erldsersthurm 104°57°33".0
Erlosersthurm-Friedrichsberg 181°27°05.0
Friedrichsberg-Fraueunthurm 80°37'10".8
Frueunthurm-Friedrichsthurm 101°11'50".8
Friedrichsthurm-Friedrichsberg 178°11°01".5

Fuente: Elaboracién del autor a partir de datos tomados de los Werke.

Los &ngulos horizontales medidos desde la estacion de Holkensbastion y las otras dos
estaciones, consecutivas, correspondientes se aprecian en la Tabla 2. Mientras que las
coordenadas trigonométricas de los vértices, determinadas a partir del levantamiento de la
triangulacién, tomadas en pies de Paris y con origen en el observatorio de Copenague, se
consignan en la Tabla 3. En tanto las coordenadas aproximadas del Holkensbastion, como se
vio, se estimaron en: x = +2836,44,y = +444,33 (figura 3).

Tabla 3 — Coordenadas trigonométricas x, y de los vértices de apoyo

Estacion Coordenadas
Pietri +487.7,+1007.7
Frueunthurm +710.0, +684.2
Friedrichsberg +2430.6,+8835.0
Erlésersthurm +2940.0,-3536.0
Friedrichsthurm +3059.3,-2231.2

Fuente: Elaboracién del autor a partir de datos tomados de los Werke.

Los acimutes calculados a partir de los angulos horizontales, incluyendo su respectiva
correccion, del Holkensbastion a cada vértice del terreno,’ se aprecian en la Tabla 4.

Tabla 4 — Acimutes de la estacién de Holkensbastion a cada vértice y la
correccion correspondiente.

Holkensbastion Acimutes

Pietri 166°3042".56 + 19.92dx + 83.04dy
Frueunthurm 177°33'50".54 + 10.80dx + 95.78dy
Friedrichsberg 9295629, 46 + 26.07dx + 1.34dy
Erlésersthurm 271°2925.38 — 51.79dx — 1.35dy
Friedrichsthurm 274°45'41.48 — 76.56dx — 6.38dy

16 Un pie geométrico era aproximadamente de 0.2777 m.

7 En laactualidad la medicion de las direcciones de las lineas se hace tomando sus rumbos, ya sean astronémicos o magnéticos.
La medicion a través de acimutes cayé en desuso desde principios del siglo XX. No obstante, estos se median tomando como
referencia de inicio para el angulo correspondiente el norte verdadero o astronémico, o bien el Norte magnético, iniciando el
giro del angulo en la parte positiva del eje y, hacia la linea en cuestion, en el sentido de las manecillas del reloj. Sin embargo,
en el caso de los acimutes calculados y medidos por Gauss a partir de los &ngulos horizontales, estos Gltimos son considerados
tomando como referencia el eje de las x, o bien el eje donde se coloca el Este, girando el &ngulo en el sentido contrario a las
manecillas del reloj.
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Fuente: Elaboracién del autor a partir de datos tomados de los Werke.

“El angulo bajo el cual vemos la distancia de Pietri a Friedrichsberg es, por consiguiente,
73°34 3,10 — 6.15dx + 81.7dy = 0”.28 Igualando este Gltimo con el angulo observado, se
tiene:

—79°.70 — 6.15dx + 81.7dy = 0
Siguiendo este procedimiento, Gauss establecio el sistema de ecuaciones de condicion para

cada acimut, como se ve en (2):

—-79".70 — 6.15dx + 81.7dy = 0
69°.82 — 71.71dx — 84.39dy = 0
< 9°.08 + 77.86dx + 2.69dy = 0
0°.28 — 15.27dx + 94.44dy = 0
0".04 —87.36dx — 102.16dy = 0
\—3".42 + 102.63dx + 7.72dy = 0

(2)

Suponiendo las observaciones igualmente precisas, deducimos de estas Ultimas las ecuaciones
normales
29640dx + 14033dy = 4168
14033dx + 33219dy = 12383,”
y por consecuencia,
dx = —0.05,dy = 0.40;
las coordenadas medias de Holkensbastion son luego x = 2836.39,y = 444.73

Figura 3 — Posicion en planta de las coordenadas rectangulares del vértice Holkensbastion respecto a
los demas vértices de coordenadas trigonométricas usadas por Gauss para corregir las del primero.

8000 Friedrichsberg '

i \
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4000 Escala1:10, 000 pies \

2000

Holkensbastior

\

.
\ Friedrichghurm
Erlosersthurm l

Petri

o

\
\
\
\
Frauenthum —\

500 1000 1500 2000 2500 \

Fuente: Elaboracién del autor.

18 F] 4ngulo de 73°343". 10, resultado de la diferencia entre los acimutes de las lineas Holkensbastion-Petri y Holkensbastion-
Friedrissberg, es equivocado, puesto que la diferencia angular entre ambos es, de acuerdo a los acimutes que aparecen en la
Nota IV, p. 157: (166°30'42".56) — (92°56'29".46) = 73°34'13".10. El error, que es de 10" sexagesimales, y aparece
desde la version original en idioma aleman, asi como en la traduccion al francés de Bertrand, pareciera corresponder a un error
personal de calculo de Gauss, no tipografico, ya que en los calculos subsecuentes, dispone del angulo equivocado,
73934'3".10, determinando asi por el método de los minimos cuadrados los errores: dx =-0.05y dy = 0.4, de manera que
las coordenadas de Holkensbastion, ya corregidas, resultan ser: x = 3836.39,y = 444.73. Si se sigue el calculo con el &ngulo
real de 73°34'13". 10, usando de igual forma el método de los minimos cuadrados, los errores resultan: dx =-0.03 y dy =
0.36, siendo de este modo las coordenadas corregidas: x = 3836.41,y = 444.69.
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La préactica de la combinacién dispone de un procedimiento compuesto por la técnica
antes enunciada, organizado por un conocimiento en forma de discurso matematico al cual da
sentido. Si se miran con detalle los dos modelos que geometrizan el problema, principalmente
la parte en la cual se usan dos técnicas diferentes para medir los angulos que determinan los
acimutes; una de ellas aproximada con la incertidumbre de los errores arrojados por lo limitado
del célculo de las coordenadas de Holkensbastion, y la otra con una mejor precision debido al
uso del teodolito, estas dejan suponer que la incertidumbre de la primera, comparada con la
precision de la segunda, dan para elegir procedimientos expeditos que ayudan a establecer las
ecuaciones de condicion, los cuales tienen la significacion por propiedad intrinseca, que
permite a su vez la geometrizacion del problema. Combinados procedimiento y conocimiento
dan sentido a la Geometria Practica (topografia), la cual deviene ciencia empirica, sobre todo
en los casos de investigacion como el que se trata.

Sin embargo, en la Nota IV, el método de los minimos cuadrados de Gauss no es
explicito, incluso, no se aclaran las decisiones argumentativas del proceso de calculo que hasta

aqui se ha mostrado.

5. RESULTADOS
5.1 Definicion de la praxeologia: Establecimiento de las ecuaciones normales

El sistema de ecuaciones normales (2) al que finalmente llegé Gauss para determinar
los valores numéricos de las correcciones dx y dy para las coordenadas aproximadas x =
+2836.44, y = 444.33,que se calcularon a través del problema de los tres puntos del
Holkensbastion, se origind a partir del sistema de ecuaciones de condicion (1) vistas

anteriormente!® el cual se reproduce enseguida:

(—79°.70 — 6.15dx + 81.7dy = 0

69 .82 — 71.71dx — 84.39dy = 0 29640dx + 14033dy = 4186”
9°.08 +77.86dx +2.69dy = 0 (1) 14033dx+33219dy = 12383"...()
0.28 — 15.27dx + 94.44dy = 0

0.04 —87.36dx — 102.16dy = 0

\—3".42 +102.63dx + 7,72dy = 0

19 En este apartado los calculos de los errores dx y dy se refieren al sistema de ecuaciones de condicién que contienen el error
de célculo del &ngulo antes mencionado, puesto que Gauss siguid con este ultimo los calculos respectivos; en este caso el que
encabeza el sistema cuyo valor es de 69.7"", que como vimos debe ser de 79.7"".
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El procedimiento que siguié Gauss para llegar al sistema de ecuaciones normales (2),
como fueron originalmente Ilamadas, es expresado en el siguiente principio, el cual es el motor

de origen del método de los minimos cuadrados:

Multipliquese cada ecuacion de condicidn por el coeficiente que en ella tenga una de las
incégnitas, tomado con su propio signo, e igualese a cero la suma algebraica de los productos.
(Doerfling, 1939, pp. 587-595)

El argumento sugiere un esquema de calculo numérico del que se desprenden tres
sistemas cuyas sumas dan por resultado tres ecuaciones lineales con dos incdgnitas,?° semejante

a las que se muestran en la figura 4:

Figura 4 —Resultado de la aplicacion del principio original de los minimos cuadrados.
a,aqy +a.by +a;c, =0 (ayby + bbby +bic; =0 (a,c; + byc; +¢c4c, =0
a,a, +azb, +a,c, =0,{a,by + byby, + bycy = 0,4a,c, + azc, + ¢3¢, =0
azas + azbz +azc3 =0 \bzaz + bzbs + byc; = 0 \azcs + bzcs +c3¢3 =0

Fuente. Doerfling (1939).

En los tres sistemas se repiten aquellos productos que no lo son por el mismo coeficiente,
de manera que se repiten también las sumas respectivas. Siendo asi, los coeficientes de las
incdgnitas en el sistema resultante apareceran dos veces, y en posicion simétrica respecto a la
diagonal principal. Para el caso de los calculos que realizé Gauss a las ecuaciones de condicion
(1) el sistema resultante debi6 quedarle como se aprecia en (3):%

29640dx + 14033dy = 4168
14033dx + 33219dy = 12383...(3)
4168 + 12383dy = 11321

Dado que el objetivo era solamente determinar los errores dx y dy, la tercera ecuacion
fue para Gauss innecesaria, al menos no se sugiere en la Nota IV, obteniendo solamente el
sistema de ecuaciones normales expuesto en (2), cuya solucion por el método comdn de
eliminacion arroja los valores calculados para los errores: dx = —0.05, dy = 0.40.%2 Si se
sustituyen estas ultimas correcciones en el sistema de ecuaciones de condicion (1), se obtendran

los angulos horizontales en segundos sexagesimales, ya corregidos, como se puede ver en (4).

20 para ejemplificar se tomaron como modelo las ecuaciones de condicion (1).

21 Se resaltaron en negritas las cantidades simétricas respecto a la diagonal principal.

22 _os valores calculados a partir de las ecuaciones normales del sistema de ecuaciones (3) difieren un poco de los estimados
usando logaritmos por Gauss, siendo los valores determinados con calculadora: dx = —0.045 y dy = 0.392. Sin pérdida de
generalidad en el problema, usamos estos Gltimos en (3) y (4) para los calculos de los valores residuales.
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—79°.70 — 6.15(—0.045) + 81.7(0.392) = —47°.95 = v,
69°.82 — 71.71(—0.045) — 84.39(0.392) = 39".95 = v,
97.08 + 77.86(—0.045) + 2.69(0.392) = 7.02 = v
0".28 — 15.27(—0.045) + 94.44(0.392) = 37".91 = v,
0".04 — 87.36(—0.045) — 102.16(0.392) = —36.51 = vy
\ —37.42 +102.63(—0.045) + 7.72(0.392) = —4.50 = v,

(4

Siendo el residuo promedio que arroja el sistema: v? = 6707,83", 0 sea: v = 81,9
5.2 Ecuacién condicionante

A partir del principio que dio origen al método de los minimos cuadrados, el sistema

(3) puede reformularse como se muestra en (5). Usando la notacion original de Gauss:

laia]dx + [a;b1]dy + [aic,] =0
[aib1]dx + [b1by]dy + [b1c;] = 0...(5)
laici]dx + [bycq]dy + [bic,] = v?
(Doerfling, 1939, pp. 585-588)%
La ultima ecuacion fue llamada por Gauss mediata o condicionante, ya que no mide

directamente a las magnitudes dx y dy, que en este caso interesa determinar, sino a la magnitud
residual media del sistema, es decir los errores v2. Las primeras dos ecuaciones se citan como
normales, ya se menciond, y son de las que se desprenden los valores dx y dy. Las ecuaciones
normales se escriben a partir del sistema (4) como:

[av] =0

De aqui que:

[av] = [bv] = 0...(7)

La determinacion del cuadrado del residuo [vv] = v?2, contenido en (5), puede obtenerse
directamente al resolver las ecuaciones normales como sigue. MultiplicAndolas por v y
sumandolas, se obtiene:

[vv] = [av]dx + [bv]dy + [cV]
Pero por (7), [av] = [bv] = 0, luego [vv] = [cv], y si se multiplican por ¢ las ecuaciones
normales de (5) y enseguida se suman, resulta: [cv] = [ac]ldx + [bc]dy + [cc]. Se tiene

finalmente:

23 Doerfling (1939) repite las simplificaciones y notacién original utilizada por Gauss en la resolucién de las ecuaciones
normales.
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[vv] = [ac]dx + [bc]ldy + [cc]...(8)
Volviendo al problema resuelto por Gauss:
[vv] = [4186](—0.045) + [12383](0.392) — [11321] = 6654,
osea: v = 81.57".
Para verificar el valor residual de la compensacion del sistema (4), como originalmente

debid hacerlo Gauss, se reduce el sistema (3), ello se aprecia en (9):

29640dx + 14033dy = 4168 [29640]dx + [14033]dy = 4168
14033dx + 33219dy = 12383...(3), [26575]dy = [10410]...(9)
4168 + 12383dy = 11321 [vv] = [6654]

De donde vv = 6654y v = 81”°.57, como se deja ver en (4).%*

Figura 5 — Aplicacion que hizo Gauss de la regla original de los minimos cuadrados a un
conjunto de ecuaciones de condicion en la solucién de un problema de astronomia, p, qy r
corresponden a los diferenciales dx, dy, y dz.

(am] 4 (aa)p = (ab)g 4= (ac)r4...=0,
(Bm) 4 (aB)p 4-(Bb)g + (de)r +...=0,
{em) 4 (ec)p+(be) g+ (ee) r+...=0,

-----------------------------------

Fuente: Gauss (1855/1821, p. 137, Nota Il)

5.3 Solucion del problema usando la préactica de combinacion

Si se aplica al problema visto la préctica de la combinacion de Mayer, los resultados en
los errores dx y dy son idénticos, al menos hasta los centésimos, a los determinados por Gauss
a partir de la practica de la compensacion, es decir:

dx = —0.04,dy = 0.39,
los cuales resultan del siguiente sistema de ecuaciones normales, sujetas al sistema de
ecuaciones de condicion (1):
360.98dx + 20.82dy = —5.22
318.14dx + 373.10dy = 133.62
Mientras que, con la practica de compensacion, como se vio: dx = —0.045,dy = 0.392.
Siendo el valor residual de los valores de Mayer, al sustituirles en las ecuaciones de condicién
(1), v*> = 6641, o bien el error medio v = 81", 5, el cual no guarda diferencia significativa

respecto al determinado por Gauss, como se verifica.

24 |a pequefia diferencia numérica del residuo en (9) respecto a (4) tiene que ver con el redondeo de los coeficientes del sistema
de ecuaciones que hizo Gauss, en tanto para el sistema (4) se tomaron las cantidades respectivas hasta los centésimos.
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Se puede estimar que la parte que hace diferente la préactica de la compensacion respecto
a la practica de combinacion es, en primera instancia, el resultado que otorga la ecuacion
condicionante del valor que corresponde al cuadrado de los residuos, en tanto valores minimos.
Sin embargo, desde el punto de vista de los problemas de ingenieria en los que la funcion

@ (x,y) es conocida, el recurso del diferencial total:
, ] d
9(x,y) > ¢'(x,y) = odx +30dy =0,
deviene fundamental, toda vez que corresponde a la tecnologia matematica 6" involucrada en

el modelo reformulado de Castela (2009): [T, t, 61, ®], la cual organiza la praxeologia que

contiene el sistema de ecuaciones diagonalizado, como el que se aprecia en (9).

CONCLUSIONES

La geometrizacién de la estacién de Holkensbastion fue llevada a cabo partiendo de
estandares y tolerancias donde la exigencia angular tuvo por norma los centesimos de segundo,
lo cual destaca un amplio progreso cientifico y tecnologico de la época en estas disciplinas,
debido al perfeccionamiento al que se habian sometido los métodos y herramientas de calculo,
asi como los propios instrumentos de observacion.

El conocimiento matematico que surge después de la reformulacion que hace Gauss del
procedimiento al método de combinacion de Mayer, es decir el principio ya citado, es colocado
en el establecimiento de sistemas de ecuaciones lineales, con una notacion entre corchetes que
tuvo utilidad hasta mediados del siglo XX, en las que los coeficientes de las incdgnitas aparecen
dos veces y en posicion simétrica respecto a la diagonal principal. Esta idea dio a Gauss la
posibilidad de extender dicho conocimiento a una diagonalizacion mas fina en la solucion de
sistemas de ecuaciones lineales de tres incognitas, semejante, sin ser igual, al que aparece en el
sistema (9), la cual sufrié un proceso lento de racionalizacion para su arribo al aula, terminando
actualmente encapsulado en los sistemas de matrices, determinando asi una praxeologia
matematica.

La técnica original ya comentada de Mayer, fue inmersa por Gauss en el método de los
minimos cuadrados, es decir: “establecimiento de una buena cantidad de ecuaciones de
condicién, combinar estas ultimas partiendo del principio de dejarles el mismo signo a los

coeficientes para cada incognita, y sumarlas n veces de manera que reste un sistema de
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ecuaciones cuyo tamafio sea igual al nimero de incdgnitas”. Este ultima fue incorporada
integramente en la practica de compensacion, haciendo modificaciones principalmente a la
primera regla, al sugerir: “Multipliquese cada ecuacion de condicion por el coeficiente que en
ella tenga una de las incdgnitas, tomado con su propio signo”, sobre la cual se finco el principio
de la practica de la compensacion.

La transformacion de la préctica de la combinacion tuvo alcance, ya como método de
los minimos cuadrados de Gauss, en diferentes disciplinas como la fisica, astronomia, geodesia,
etc., diluyéndose en las ciencias sociales contemporaneas a través de la estocastica.

Las investigaciones matematicas relacionadas con los levantamientos geodésicos de la
region de Hannover, los cuales dirigié Gauss hasta 1825, dieron lugar a las obras ya citadas,
los Werke, asi como a las Disquisitiones Circa Superficies Curvas publicadas en 1827. En estas
Gltimas se percibe una teoria abstracta de la nocion de espacio, pensado por Gauss como un
espacio fisico geodésico (Jammer, 2008, pp. 160-161), descubierto solamente mediante los
procedimientos de la ingenieria,? el cual dejaria de lado el punto de vista newtoniano de
espacio matematico y daria lugar a los estudios en esa direccion de Riemann.

Mas que de esfuerzo fisico, la vasta actividad desarrollada por Gauss durante la

triangulaciéon de Hannover lo fue también de meditacion intelectual.
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